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Resumo

O uso de leis fisicas na geragao de animagoes permite produzir efeitos reais de movi-
mentos e tratamentos automaticos de colisoes. Enfrenta-se, no entanto, dificuldades
para executar eficientemente os calculos numéricos necessarios e para produzir efeitos
interessantes, devido a complexidade da geometria dos objetos em animagao. Nesta
tese, formula-se um modelo para gerar animacgoes baseados em modelos fisicos de
objetos de geometria arbitraria. Os detalhes irregulares das superficies dos objetos
sao incorporados no célculo da dinamica de contatos dos objetos em colisao. Usa-
se a teoria de multiresolugao baseada na transformada wavelet para se relacionar os
detalhes de superficies do objeto, com estimadores estatisticos, ao grau de rugosi-
dade das superficies em referéncia. Esta abordagem também facilita a construgao
hierdrquica de envelopes adaptados retangulares orientados (MOBBtree - Multireso-
lution Oriented Bounding Boxe tree), que preservam os detalhes das superficies, para
uma rapida detecgao de possiveis segmentos de superficies em colisao, que posterior-
mente sao utilizados para determinar analiticamente os pontos de contatos tolerados.
A dinamica de contatos usa o paradigma baseado em impulsos que, junto com o grau
de rugosidade local do ponto de colisao, fornece animagoes interessantes e visualmente

realistas.

vi



Abstract

The use of physical laws in the generation of animations permits the production
of (ou aims at producing) real effects of movements and automatic treatment of
collisions. However, a number of difficulties are encountered for the efficient execution
of the needed numeric computations and for the production of interesting effects,
due to the geometric complexity of the objects in the animation. In this thesis,
we formulate a model to generate animations based on physical models of objects
with arbitrary geometry. The irregular details of the object surfaces are incorporated
in the calculation of the dynamics of the object contacts which are found to be
in collision. We use multiresolution theory based on the wavelet transformation to
establish a relationship between the details of the object surfaces and the surfaces
rugosity degree, using statistical estimators. This approach leads to the hierarchical
construction of oriented-rectangular adapted envelopes (MOBBtree - Multiresolution
Oriented Bounding Boze tree). They preserve the surfaces details, allowing for a fast
detection of possible surface segments in collision, that are later used to determine
the tolerated contact points. The contact dynamics uses the impulse-based paradigm
that, simultaneously with the rugosity degree of the local collision point, generate

interesting and visually realistic animations.
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Capitulo 1
Introducao

As simulagoes dinamicas de corpos livres ou com restri¢coes tém sido extensivamente
estudadas na engenharia, na robdtica e na computacao grafica. Na animagao por
computador, a preocupagao principal é que os movimentos dos objetos sejam percep-
tualmente semelhantes aos ocorridos no mundo real; para isto, sao varios os fatores
que devem ser considerados. Esses fatores podem ser reunidos em dois grandes grupos:

os fatores de descricao dos objetos e os fatores de comportamento dos objetos.

O grupo de descricao refere-se a definicao dos fatores que estabelecem a cena
da animacao, considerando as caracteristicas principais dos objetos, tais como sua
geometria e detalhes de sua superficie. Pode-se incluir neste primeiro grupo as carac-
teristicas do material, como sua composicao, e sua textura, entre outros. Em geral,
este primeiro grupo inclui a modelagem e propriedades fundamentais dos objetos que

representam o mundo real.

O grupo de comportamento inclui os movimentos atribuidos aos objetos e os efei-
tos adquiridos como consequéncia da interagao entre eles. Estes comportamentos
determinam as situagoes em que os objetos sao mostrados em cada passo de tempo,

constituindo uma série de frames.

Modelar comportamentos perceptivelmente coerentes com o mundo real é ain-
da objeto de muitas pesquisas, embora sucessos tenham sido alcangados nesta linha
com a ajuda de modelos fisicos e Métodos de Elementos Finitos. Ha também um
interesse especial a respeito de métodos que permitam a geracao destes movimentos

eficientemente, em tempo real. Em geral, a exatidao e a eficiéncia da andlise de com-
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portamento dos objetos, em computagao grafica, para fins de animacao, sao objetivos
antagonicos. Os Métodos dos Elementos Finitos e abordagens similares sao bons em
exatidao, mas em eficiéncia nao sao bem recomendados para este tipo de animagao. A
tendéncia nas aplicagoes na Computagao Grafica é que os algoritmos sejam eficientes

e a exatidao seja suficientemente aceitavel.

A possibilidade de geragao da animagao em tempo real, com critérios de eficiéncia
e exatidao aceitaveis, depende da complexidade dos objetos da cena (quantidade de
objetos e de suas caracteristicas geométricas). A animagao envolvendo um grande
numero de corpos simples tem sido bastante estudada; como consequéncia, existem
bons algoritmos em termos de eficiéncia. Pouca atencao tem sido dada ao caso em

1

que os objetos possuem geometria complexa, com perturbagoes’ nao homogéneas nas

suas superficies.

1.1 Motivacao

A ampla gama de aplicagoes de modelos de animagao baseados em principios fisicos
motivaram a formulacao de pesquisa deste trabalho, porque eles dao-se nas visuali-
zagoes cientificas, em simulagoes de fendmenos naturais, na industria de entretenimen-
to, em filmes, nas aplicagoes de imersao da realidade virtual, em mecanica automotiva,
etc. Nestes campos, os elementos animados adquirem movimentos regidos pelas leis
da fisica e suas interagoes permitem que os objetos adquiram comportamentos tal

como deveria ocorrer no mundo real.

A geracao de comportamentos reais dos objetos, em diversas aplicacoes, requerem
de procedimentos de deteccao e tratamento de colisoes. Esses procedimentos, em
alguns casos, devem ser efetuados em detalhe no que diz respeito as caracteristicas
das superficies em contato, e, em outros, podem ser tratados sem esta consideracao.
Um exemplo dessas ultimas aplicagoes ¢ relacionado com os veiculos simuladores, tais
como os simuladores de voos, que exigem realismo e precisao fisica. Neste caso, alguns
objetos que estao no ambiente virtual nao precisam ser tratados em detalhe, e outros
que estao diretamente relacionados com os elementos em andlise podem ser tratados

em detalhe, inclusive considerandose as rugosidades de suas superficies.

Iiregularidades do detalhe que definem as rugosidades da superficie
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Ha uma tendéncia crescente de aplicacoes de imersao em realidade virtual, onde é
muito frequente a interacao entre os objetos complexos e agentes externos imersos no
ambiente [FucBis92]. Neste tipo de aplicagio, os testes e resolugdes de interferéncias
devem ser feitos em tempo real. As caracteristicas fundamentais dos objetos devem
ser levadas em conta para se obter efeitos de dinamica semelhantes aos que acontecem

no mundo real.

Simular animagoes préximas a realidade requer que os objetos do cenario de ani-
magao tenham carateristicas préprias dos objetos reais, tal como a de possuir geome-
tria arbitraria, com perturbagoes de suas superficies. Construir modelos de animagao

com objetos dessa natureza é um desafio que se pretende abordar neste trabalho.

1.2 Abordagens atuais e suas limitacoes

Uma arquitetura tipica para animagao e simulagoes baseadas em leis da fisica é com-
posta por trés grandes moédulos: modelagem dos objetos do ambiente de animagao,
geragdo dos movimentos dos objetos (dindmica de movimento) e controles de simu-

lagbes (dinamica de restrigoes).

Os trés médulos da arquitetura da animagao, formalizadas por Cremer [Cremer89],
estao relacionados com os dois grandes grupos descritos anteriormente. Isto é, o grupo
de descrigao dos objetos é relacionado com a fase de modelagem dos objetos, e o grupo
de comportamento é relacionado com os modulos da dinamica de movimentos e con-
trole de restrigoes. A integracao desses dois grupos, que sao necessarios para se obter

uma animagao perceptivelmente real, nao é considerada nas diversas abordagens.

Os modelos de simulagoes e animacoes baseados em modelos fisicos existentes
manipulam objetos simples ou complexos compostos por primitivas simples; eles nao
consideram as caracteristicas fundamentais da descrigao dos objetos, respeito a sua

geometria arbitraria e rugosidades variadas de suas superficies.

Os médulos de comportamentos sao efetuados em cada passo de tempo, repetidas
vezes, enquanto dura a animagao. A fase de geracao de movimento, em geral, é
baseada na dinamica de Newton-Euler, que relaciona o movimento dos corpos com as
forcas e torques aplicados sobre eles, através de equagoes diferenciais. Essas equagoes

sao integradas numericamente em cada passo de tempo para se computar as novas
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posicoes e velocidades dos objetos em movimento. Nesta situagao, instantaneamente
estaticas, antes da proxima iteragao das equagoes de movimento, devem ser analisadas
as restrigoes de nao interpenetragao entre os objetos. Esta ultima fase consiste em
duas sub-fases: detecdo e tratamento de interferéncias. A existéncia de interferéncias
na animagao produz a descontinuidade do comportamento dos objetos em animagao

para evitar as interpenetracoes.

No trabalho de Rivera [Rivera96], formula-se uma arquitetura detalhada de siste-
mas de animagao e descreve-se a implementagao de um sistema para corpos rigidos
poliedrais, tendo proposto modificagdes nos métodos abordados por Baraff [Baraff92]
e Mirtich [Mirtich96] para a detecgao e tratamento de interferéncias. Nesse trabalho,
enfatiza-se que os maiores obstaculos residem na deteccao e resolugao de interferéncias
de corpos, sendo ainda mais dificil para corpos complexos de geometria arbitraria.
Para tal caso, é necessario o emprego de estruturas de dados mais sofisticadas do que

as usadas nos trabalhos até agora abordados, e o uso de leis fisicas apropriadas.

1.2.1 Deteccao de interferéncias

A verificacao de interferéncias entre objetos em movimento requer atengao especial.
Teses de doutorados foram dedicadas somente a procurar modelos de deteccao de
interferéncias eficientes e robustas, considerando o principio de que os objetos no
mundo real nao se interpenetram. A eficiéncia e robustez dos modelos dependem da
geometria e quantidade dos objetos, e do grau de precisao de teste pela interferéncia
(aproximado ou exato). Em geral, o grau de precisao de cada método depende da

aplicagao.

As diversas abordagens de detecgoes de interferéncias podem ser classificadas em
dois grupos: abordagens baseadas em estruturas hierarquicas e abordagens basea-
das em calculos pela intersegao. As abordagens baseadas em estruturas precisam de
espacgos adicionais para a criagao, em preprocessamento, de estruturas tipo arvores
[Hubbard95, GoLiMa96] para se otimizar o tempo na detec¢do de interferéncias, en-
quanto as abordagens baseadas em calculos pela intersecao usam técnicas de veri-
ficacao de intersecao de objetos a partir das caracteristicas geométricas do objeto
[Hahn88, MoorWhil88, Baraff92, Kamat93, Lin94], ndo precisa espagos adicionais pa-

ra gerenciar a deteccao de interferéncias, mas em alguns casos, em particular quando
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os objetos sao complexos, as comparagoes geométricas ficam mas demoradas.

O algoritmo incremental de Lin [Lin94] permite a verificacdo de interferéncias
a partir das caracteristicas geométricas de objetos de faces poliedrais convexos. Os
corpos complexos sao tratados como agregados de poliedros convexos ou aproximados
por tais agregados. O algoritmo usa as regioes de Voronoi associadas aos vértices,
arestas e faces de cada poliedro para a detec¢ao de proximidade. De um modo geral,
o algoritmo € eficiente para corpos de composigao poliédrica, mas nao para corpos

limitados por superficies curvas e geometria arbitraria.

Hubbard [Hubbard95] aborda o problema de interferéncia, para aplicagbes intera-
tivas, por teste de intersecao de esferas hierarquicas envolvendo segmentos do objeto.
Para isto, ele contréi uma estrutura denominada arvore esfera (sphere-tree) para cada
objeto. Cada né pai cobre o pedaco da superficie coberto pela uniao dos nés filhos. A
arvore é construida em pré-processamento em forma bottom-up a partir das pequenas
esferas distribuidas cobrindo a superficie do objeto aproximado a poliédrico. Objetos

complexos, de geometria arbitrarias, nao sao considerados neste enfoque.

Outra abordagem baseada em envelopes hierdrquicos é a estrutura OBBtree (arvore
de caixas envolventes orientadas), aperfeicoada por Gottschalk et al. [GoLiMa96].
Para criar as caixas envolventes é necessario refinar as faces poliédricas dos objetos
em triangulos ou quadrildteros. A deteccao de interferéncias é feita verificando-se
a intersegao de cada par de caixas, ao percorrer-se a arvore. Objetos complexos de
constituicao poliédrica sao tratados por este algoritmo. No entanto, objetos de carac-
teristicas complexas com perturbagoes irregulares ou formados por superficies curvas

nao sao considerados por esta abordagem.

As técnicas de deteccao de interferéncias espaciais descritas acima sao orienta-
das a objetos poliédricos, ou aproximacoes por objetos poliédricos da superficies pa-
ramétricas, que envolvem detecc¢ao de interferéncias espaciais exatas [Hahn88, Baraff92,
Lin94, GoLiMa96], ou interferéncias espaciais aproximadas [Hubbard95]. Todos esses
métodos analisam as interferéncias sem considerar a importancia das caracteristicas

particulares da superficie dos objetos.

E possivel analisar custos e beneficios de cada técnica existente para se adaptar
a interferéncia de objetos de geometria arbitrario com perturbacoes de modo a se

obter uma nova técnica mais eficiente do que outras. Técnicas que nao usam estru-
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turas hierarquicas nao requerem espagos adicionais para o armazenamento de outras
estruturas que nao sejam dos objetos, mas o tempo de calculo pelas intersecoes é
maior, sendo neste sentido ineficiente para manipulacao de objetos complexos e de
grande escala. Ja as técnicas que constroem estruturas hierarquicas envolventes sao
eficientes na manipulagao de objetos em grande escala e podem ser estendidas para
objetos complexos. No entanto, o uso de espacgo para armazenamento das estruturas

dificulta o desempenho quando usados em maquinas relativamente pequenas.

Técnicas eficientes de detecgao de interferéncias podem ser obtidas combinando
as duas abordagens: construir as estruturas hierarquicas até um nivel razoavel de
cobrimento dos objetos e, depois, para os calculos de pedacos de objetos ja reduzidos
pelos envelopes para geometrias mais simples e em menor ntimero, usar as técnicas nao
hierarquicos. Esta abordagem hibrida, usada neste trabalho, equilibra as vantagens
e desvantagens de ambas as abordagens, permitindo uma maior flexibilidade para

objetos de geomatria complexa.

1.2.2 Resolucao de interferéncias

Existem varias abordagens para a geragao das respostas a contatos entre os objetos.
Baraff [Baraff92] enfatiza a geragao das respostas aos contatos (dinamicos e estéticos)
analiticamente, mediante impulsos e for¢as de contatos, paradigma amplamente estu-
dado por Lotstedt [Lotstedt81]. Os contatos estaticos sdo resolvidos pelo método de
complementaridade, por tanto seus calculos sao pessados embora fornecer resultados
exatos. Mirtich [Mirtich96] enfoca a solugao de contato através de micro-colisoes,
paradigma proposto inicialmente por Hahn [Hahn88]. Assim, todo contato passaria a
ser um tipo de colisao, e portanto, resolvido através de impulsos. Este método é mais
rapido de se computar atraves de equagoes simples, mas nao resolve todos os casos de
contatos, por exemplo contato estatico em plano inclinado. O método de penalidade
consegue resolver o problema com um grau adequado de realismo, mas a convergéncia
é lenta [MoorWhil88]. Outro enfoque, formulado por Milenkovic [Milenko96], utili-
zando dinamica baseada em posigoes, resolve o problema rapidamente, mas esta longe

do fenomeno real.

As abordagens de tratamento de interagoes de objetos descritas acima sao orien-

tadas a objetos de superficies lisas e homogéneas, envolvendo calculos relativamente



1.3. Objeto de geometria complexa 7

laboriosos que requerem técnicas sofisticadas de resolugao de sistemas de equagoes.
Superficies com perturbagées ou com irregularidades (rugosidades ndo homogéneas)

nao sao consideradas.

A abordagem baseada em impulsos é mais promissora para a animagao e simu-
lacao baseadas em leis fisicas com objetos complexos, considerando suas limitacoes,
ja que um contato entre dois objetos pode envolver varios pontos de contato, para os
quais, o uso de outras técnicas poderiam ser demoradas. Esta abordagem também
envolve técnicas de resolugao de sistemas de equagoes de segundo ordem, e por isto,
serd necessario simplificar os calculos para evitar resolugao de grandes sistemas de

equagoes.

1.3 Objeto de geometria complexa

Um corpo complexo, considerado para o propoésito deste trabalho, é um objeto de geo-
metria arbitraria com perturbagoes nao-homogéneas sobre sua superficie. Considera-
se que a superficie do objeto é formada por curvas paramétricas B-splines cubicas
periddicas. Sendo assim, os pedacos da curva vao limitar o interior do objeto para

determinar seus elementos dinamicos.

A geometria da superficie do objeto, com granulacoes de forma irregular, é deter-
minada por um grande ntimero de pontos de controle, distribuidos aleatoriamente na
superficie deste. Este enfoque é usado na definigao de curvas e superficies variacio-
nais de topologia complexa [WelWit94, Welch95]. No entanto, essa visao é limitada,
pois um pedago de superficie irregular, por mais refinado que parega, sempre contera
rugosidades, e entao, serd necessario um método de aproximagao para expressar as

rugosidades de um nivel refinado de surficie.

Pode obter-se um objeto de topologia complexa a partir de uma configuragao
inicial reposicionando-se, manual ou automaticamente, seus pontos de controle. Para
esse processo podem ser usadas as técnicas de manipulacio direta local [BarBea89,
BarFow93], ou de manipulacao direta global [RivCarVe99a]. Em principio, criar um
objeto complexo com técnicas de manipulacao direta cai no campo de modelagem
de objetos de forma livre (Free-Form). Outras técnicas de deformagdo forma livre

- FFD (Free-Form Deformation) sao descritas em [MacJoy96, SedPar86, CoqJan91,
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HuHuKa92], com diferentes enfoques, em particular para superficies de topologias

arbitrarias modeladas em B-splines.

Existem, ainda, outras técnicas para modelar objeto de geometria arbitraria ba-
seadas em restricoes, como a técnica de cdlculo variacional [WelWit94, Welch95,
Wesseli96], ou a de modelos fisicos [GuLiTa+97] que considera energias e forgas apli-

cadas a um corpo para deformar a superficie.

Os objetos de geometria arbitraria (ou objetos complexos), a serem manipulados
neste trabalho, nao incluem objetos com buracos ou composicao de outros objetos
complexos. Além disso, propoe-se desenvolver o projeto somente em 2D. Por isto, vai

ser nomeado por contorno ou fronteira a superficie dos objetos em 2D.

1.4 Proposta de pesquisa

O objetivo do trabalho é estabelecer um esquema para se obter animacoes visualmente
reais considerando as caracteristicas de detalhe dos objetos complexos. Para isto se
desenvolvem técnicas de andlise de interferéncia entre objetos complexos em animagao
baseada em leis da fisica. As interferéncias serao tratadas com uma dinamica quase
exata, de forma a se obter animagoes realistas em tempo real. Diz-se “quase exata”
porque a dinamica de contatos usada neste trabalho é baseada em micro-colisoes e
conservacao de momentos. No entanto, se fosse baseada em restrigoes, seria dinamica
exata [Mirtich96]. Para atingir o objetivo, propdem-se varios médulos de pesquisa,
onde alguns deles dependem dos outros para se conseguir uma animagao dos objetos

com as caracteristicas anteriormente definidas.

Um primeiro médulo da pesquisa é relacionado com a definicao dos objetos com-
plexos que permitam definir pertubagoes nos seus contornos. Para isto, explora-se o
framework de representagao em multiresolucao baseado em transformadas wavelets
dos objetos definidos no espago mediante pontos de controle. Com este tipo de trans-
formagao, os objetos poderao ser expressos em diferentes niveis de resolugao, onde os
coeficientes em detalhe poderao permitir a definicao das caracteristicas de detalhe de

seus contornos.

Quando os objetos adquirem movimentos regidos pelas leis da fisica, é necessario

uma verificagao de interferéncias. Assim, a detecao de interferéncias entre objetos
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com as caracteristicas definidas anteriormente requer que o objeto esteja envolvido
por estruturas hierarquicamente representadas, compostas por suas partes. A forma
de se criar esses envelopes e de representa-los em forma de arvore é outro moédulo
da pesquisa. Segundo a técnica de geragao de envelopes hierarquicos, explora-se a
representacao em multiresolucao do objeto para se criar e se agrupar os envelopes

envolventes, conservando-se as caracteristicas de cada segmento do objeto.

Outra parte que é enfatizada neste trabalho, constituindo um terceiro mddulo,
é relativa a representacao das perturbacoes mais refinadas das fronteiras dos obje-
tos. Sendo que, devido a impossibilidade de se representar geometricamente todos
os detalhes de rugosidades variadas, sao estimadas as perturbagoes a partir de uma
biblioteca de variacoes, e na representacao em multiresolu¢cao do objeto sao explora-
dos estimadores estatisticos de variagao de perturbagoes a partir dos coeficientes de

wavelets.

Finalmente, as estruturas hierarquicas de envolventes e os elementos que definem
as perturbagoes nas superficies dos objetos permitirao a determinagao dos pontos de
contatos. Para cada um desses pontos sera possivel calcular a fricgao correspondente,
para o tratamento de colisoes respectivas, com a finalidade de produzir os efeitos do

realismo da animacao.

A representagao dos objetos em multiresolugao pode, inclusive, permitir a defi-
ni¢ao do objeto como sendo refinado em qualquer nivel de resolugao, sendo que as
versoes superiores a essa versao podem ser consideradas como parte das pertubacoes
da superficie considerada. Com esta abordagem, podem ser tratadas em detalhe, em
alguns casos, resolugoes mais refinadas, enquanto em outros casos podem ser tratados

com menos detalhe, considerando-se objetos em versoes menos refinadas.

1.5 Contribuicoes

No trabalho que se formula, pretende-se contribuir em varios aspectos no campo da

animagao baseada em leis da fisica. As contribuigoes incluem:

e Novo método para animar objetos de geometria arbitraria, com critérios de

dinamica quase exata e eficiéncia para animac¢ao em tempo real.
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¢ Integracao da geometria e pertubagoes nao homogéneas do objeto com a dinamica.
e Anilise de dinamica de contato entre objetos expressas em diferentes versoes.

e Formulagido da estrutura OBBtree em multiresolugao (MOBBtree) para a de-

tecgao de colisoes em objetos de geometria arbitraria com perturbacoes.

e O uso de técnicas de multiresolugao wavelets, para a criagao de envelopes hie-

rarquicamente estruturados envolvendo partes do objeto.

e Uso de tolerancias estatisticas, relacionadas com os coeficientes de detalhe da

superficie do objeto, para o calculo de atrito de contato.

e O uso de manipulagao direta em multiresolucao para a modelagem e deformagao

da superficie dos objetos complexos.

e Simulagao de comportamento real dos objetos em contato, dependendo direta-

mente da estrutura irregular da fronteira de cada corpo.

1.6 Organizacao

Para atinguir o objetivo, o trabalho é estruturado em oito capitulos. O Capitulo 2
é dedicado a defini¢ao dos objetos, sua representagao em multiresolucao baseada nas

transformadas wavelets, e sua manipulagao para criar objetos de geometria arbitréria.

O Capitulo 3 é dedicado a criagao de envelopes envolventes dos objetos e partes
deles, e suas representacoes em uma estrutura de arvore binéaria. Neste capitulo
sao usados segmentos a fronteira do objeto em multiresolugao para a definicao dos

envelopes e a criagao da arvore.

No Capitulo 4 sao abordadas, em detalhe, as inclusoes de perturbagoes de seg-
mentos de cada nivel de resolugao nos respectivos envelopes, explicados no capitulo
anterior. Neste capitulo sao formalizados os aspectos tedricos de perturbagoes de

superficies em multiresolucao.

No capitulo 5 é definida a geracao de rugosidades por interpolagao de tolerancias
associadas a cada segmento de superficie refinada, com as quais sao estimados os

coeficientes de friccao correspondente a cada ponto de colisao.
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No Capitulo 6 é tratada a geragao de movimento dos objetos. Neste capitulo,
também, sao tratados as interferéncias espaciais grosseiras, verificagao pela inter-
secao dos envelopes da estrutura hierarquica, e finalmente a comparagao analitica de

segmentos para se obter os respectivos pontos de contato.

No Capitulo 7 aborda-se a dinamica de colisoes baseada em impulsos. Formula-se
uma maneira simples de calcular os impulsos correspondentes a cada ponto de colisao
tolerado. Também se apresentam alguns resultados experimentais de exemplos de

testes validando o modelo formulado neste trabalho.

Por ultimo, no Capitulo 8, sao feitas as respectivas conclusoes gerais e particulares
relativas aos mddulos. Os trabalhos futuros também sao detalhados neste ultimo

capitulo.



Capitulo 2

Objetos de geometria complexa em

multiresolucao

Entende-se por objetos de geometria complexa como sendo aqueles que nao possuem
descricao geométrica através de formas simples. Estes corpos podem ser modelados
de varias maneiras: por aproximacao de faces poligonais, por operagoes légicas de
primitivas geométricas, etc. Neste capitulo, para o objetivo deste trabalho, um objeto
complexo bidimensional é modelado por curvas fechadas B-splines cibicas. Desta
forma, o objeto é limitado por uma sequiéncia de pedagos de curvas cubicas. A curva
que define o objeto serd chamado, daqui para frente, de contorno do objeto, visando

a natural extensao para objetos tridimensionais.

A geometria do contorno do objeto pode ser irregular, com granulagoes deter-
minada por um grande nimero de pontos de controle, distribuidos aleatoriamente.
Sua representagao em multiresolucao facilita analisar a irregularidade de seu contorno
através do detalhe de seu contorno. Para isto, sao apresentados os aspectos tedricos

de trasformadas wavelet, assim como seu uso em multiresolugao de curvas.

Um objeto definido pode-se tornar ainda mais complexo manipulando-se o seu
contorno (deformando-o). Com este objetivo, propde-se a manipulagio direta de
curvas em multiresolucao, de forma a conseguir uma deformagao real, quase fisica, do

objeto.

Neste trabalho, a defini¢cao dos objetos de geometria complexa nao considera ob-

jetos com buracos ou obtidos através da composi¢ao de outros objetos complexos.

12
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2.1 Funcoes-base B-splines cubicas peridédicas conti-

nuas

As fungbes-base B-splines apresentadas na literatura, como em [RogAda90, PieTil95,
Farin90], podem ser, dependendo da distribuicdo de seu dominio, continuas ou nao
continuas, periédicas ou nao peridédicas. Entre elas, as fungoes bases B-splines pe-

riddicas e continuas facilitam a geracao de contornos fechados.

A fungao-base B-spline, Nf(t), de ordem k (grau k—1), é definida recursivamente,

através de:

1 sex, <t <z
0 outros

(t=2) NF M) | (e = )NEHD).

NF@1) =
Litk—1 — Ly Titk — Titl

2

(2.1)

Os valores z;, conhecidos como nds, sao elementos do vetor de nés X, satisfazendo
a condigao z; < x;41 ([, x;+1) é um intervalo de dominio). Quando se constréi uma
curva com n pontos de controle, usando estas fungoes, o nimero de nés depende de
n e k. Assim, o vetor de nés de um intervalo aberto para n pontos de controle tem
n+ k pontos (X = [zg, z1, X2, ..., Tnir_1]). Em geral, os valores escolhidos para os nés

sao os numeros inteiros 0,1,2,....n + k + 1.

As fungoes-base B-spline uniformes e peridédicas nao sao afetadas pelos nés extre-
mos ou limites. Cada fungao-base deste tipo é a mesma, s6 deslocada em uma posigao

(um nd) sobre o intervalo X:

k _ atkipy — ATk
Nii(t—1) = Ni(t) = N (L +1).

A Figura 2.1 mostra as fungoes-base B-spline ctibicas uniformes e periédicas. Em
cada intervalo de dominio, a fungao base é um segmento de uma curva ctibica. Assim,

para cada fungao-base, N#(t), tem-se 4 intervalos de dominio ([z;, T;14)).

As fungdes-base interpoladas linearmente com os pontos de controle ¢; = (z;, y;)

definem a curva B-splines f(t) de grau k& — 1, neste caso 3. Desta forma, cada base
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Figura 2.1: Fungdes-base B-splines cubica periddicas.

B-spline é asociada com um ponto de controle ¢;. Tem-se entao:
f(t) = Zci.Nf’(t). (2.2)
i=0

Assim, cada ponto afeta uma porgao da curva definida pelo dominio [z;, z;4).

2.1.1 Curvas fechadas

Parat € [x;,2;11), aplicando (2.2) obtém-se um segmento de f(t) envolvendo somente
k bases que tem como dominio [z;,x;11). O problema de dominios préximos aos
extremos sao resolvidos considerando os nés de modo circular, de forma que os nés
seguintes ao ultimo né, x,, 1, sdo os primeiros nds, e os anteriores aos primeiros nds sao
os ultimos nés. Com isto, para um dominio definido por X = [z @1 ... #,—1], 0 dominio

para a curva fechada é concebido como sendo X/ = [ @p2 Tye1 o TY ... Tyq Ty L1

A Figura 2.2 mostra uma curva fechada com oito pontos de controle. Observe-
se que a curva fechada é obtida repetindo-se os primeiros 3 pontos de controle nas

ultimas posigoes.

Na geragao de uma curva fechada f com n pontos de controle, cada ponto da cur-
va f(t) s6 envolve k funces bases significativas chamadas funcées base relativas ao
ponto. Interpolar apenas k elementos para calcular um ponto sobre a curva é compu-
tacionalmente atraente para o propédsito deste trabalho, ja que se espera manipulagao
de um grande nimero de curvas fechadas, cada curva tendo um grande numero de
pontos de controle. Com as mesmas k funcoes base sao computados todos os pontos

do segmento de curva f;(t), para t € [z, 4k, T;4+1) do dominio. Com esta visdo, a
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Cs Cy4 C3
¢ — !
\
\
\

Figura 2.2: Uma curva B-spline ciubica com oito pontos de controle.

expressao (2.2) pode-se escrever como
k-1
Fi(t) =" cjeinaNi(t), com t € [zj4p, @jungn) para j=1.,n (23)
i=0

Se todos os intervalos do dominio [z, ;14+1) sdo de tamanho constante, as
bases podem ser representadas matricialmente ([RogAda90]). Para este propdsito,
o dominio de parametros deve ser reparametrizado para [0,1). As k fungdes base
relativas aos pontos do segmento da curva f;(t), também reparametrizadas, sdo de-
notadas pela matriz N* (), e os k pontos de controle relativos a estas fungdes estao

representados em um vetor CJ"” Com estes critérios, a expressao (2.3) é equivalente a

fi(t) = N*(¢).CF, (2.4)

onde N*(t) = (k_ll)![tk*1 "2 . 1][7f,] com 0 <t < 1. Os elementos 7}, sdo inteiros,

e sa0 obtidos pela férmula de Cohen e Riesenfeld [RogAda90]. Especificamente para

k = 4, a matriz [7},] gerada é

-1 3 =31
3 -6 30
ng,] = : 2.5
s -3 0 30 (25)
1 0

onde cada coluna r da matriz é formada pelos coeficientes da fungao base reparame-
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trizada N2(t). A matriz coluna C§, de 4 pontos de controle, tem a forma

C} =cj_1 ¢ ¢jr1 ciya]

Observa-se que a expressao N*(t) nao depende de j, porque é constante para
todos os intervalos de dominio. A Figura 2.3 mostra o comportamento das quatro
fungdes bases em um intervalo de dominio reparametrizado para [0, 1), os quais vao

ser usados para computo de todos os segmentos f; da curva.

O segmento de curva f;(t) é gerado por C;L; por isto, considera-se pontos de
controle ¢; e c¢;4+1 como sendo relativos ao segmento. Desta forma, para n pontos de

controle existem n segmentos de curva.

Figura 2.3: Segmentos de func¢ées bases B-spline cibica reparametrizadas para inter-
valo [0, 1).

Um objeto complexo, bidimensional, de forma arbitraria, sera definido por uma
curva fechada (formulagdo (2.4)), que representa o contorno do objeto. A Figura 2.4

é um exemplo de um objeto com 32 pontos de ontrole.

2.1.2 Derivadas das fungoes B-Splines periddicas

Com a derivada da curva obtém-se a reta tangente passando por um ponto da curva,
e com a segunda derivada verifica-se a variagao da tangente. Estes parametros do

comportamento da curva serao usados em diversas fases do presente trabalho.

A forma matricial permite calcular, de forma simples, as derivadas em um ponto
qualquer da curva. Como uma curva B-spline de grau k — 1 é derivavel k — 2 vezes,

a curva B-spline cubica, em particular, é continua até a segunda derivada.
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Figura 2.4: Um objeto complexo limitado por uma curva fechada B-spline cibica com
32 pontos de controle.

A primera derivada do segmento f;(t) é dada por

fi(t) = NF1(e).0h L (2.6)
Para k = 4, as matrizes sao:
3 1 1 -2 1 C; —Cj
Ng(t) = §[t2 t ].] -2 2 0 e ng - Cit1 — G4
1 10 Cj+2 — Cjt1

A segunda derivada é dada por
_ k-2 k-2
fi(t) = N"2()Cy =, (2.7)

Para k = 4, as matrizes sao:
oy =y PN e e[ IRt
10 ’ Cjte = 2¢j41 + ¢

Para maiores detalhes na dedugao das derivadas, ver [RogAda90, PieTil95].

2.2 Representacao em multiresolucao

Seja f(t) a fungdo que define o contorno de um objeto complexo, com 2" pontos de

controle escritos em uma matriz coluna C™ = [c} ¢ ¢ ... ¢y, ]*, onde cada elemento
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Y13
87

", no plano, é um ponto de coordenadas = e y (" = (z",y") e R?). Para efeitos de
sua representagao em multiresolugao, esta fungao, com estas caracteristicas, e definida
como descrita na Se¢ao 2.1.1, serd denotada por f"(t) ou simplesmente por f(t),
onde n representa o nivel de resolu¢ao. Neste caso f" é a fungao limite representa o
contorno refinado do objeto, enquanto as outras f7(¢), com j < n, serdo representagdes
grosseiras do objeto em versao j. Em alguns casos, em particular quando tenha que
se referir a varios objetos em multiresolugao, sera denotado por f=7, para j = 1,2, ...,
como resolugoes grosseiros do nivel j. Para se denotar contornos de resolugoes mais
refinados do que definidos geometricamente, como descritas na Segao 2.4 e no Capitulo
6, se usard f*l, ™2, ... para denotar resolucdes refinadas de primeiro nivel, segundo

nivel, etc.

Um objeto de uma resolugao j pode ser obtido a partir dos pontos de controle
dessa versdo, e sua diferenca do f/*! constitue a curva de detalhe o/ = f/T — fJ.
Os pontos de controle que definem f’ e o/ constituem os coeficientes de escala e os
coeficientes de detalhe, respectivamente, do nivel j. Desta forma se usarda a teoria
de wavelets para a representacao de um objeto em multiresolugao. Na secao a seguir
formulam-se, sem entrar em maiores detalhes da teoria de wavelets, os resultados

relevantes para se obter objetos em varias resolugoes.

2.2.1 Decomposicao e composi¢ao do objeto em varias reso-

lucoes

Para se obter uma fungio f/~!, é necessario determinar a matriz coluna C’~! de
pontos de controle do objeto a partir de C7. O filtro para este processo é denominado
filtro de anélise, dado por uma matriz de constantes A’ de dimensdo 2/~! x 2/, que é

chamada também “matriz de analise de coeficientes”, de forma que
Cimt=AiCd (2.8)

Os coeficientes de detalhe, desta resolucao, sao capturados em uma outra matriz
- j—1 -1 -1 i—1 . ’ . ~
coluna D/t = [d)™ di7 &y ... d)_,]*, usando-se a matriz B’ de dimensao

2/=1 x 27 chamada a matriz de andlise de detalhe, como

Di7t = BicY, (2.9)
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O ntmero de elementos de D/~ ! é 0 mesmo de C7 1, ou seja 2/ 1. As matrizes A’

e B? sao chamadas “matrizes de filtro de decomposi¢ao”.

O processo de decomposicao de CV em C7~! e D/™! para min < j < n (sendo
min o nivel minimo requerido para manter a forma de um objeto), é aplicado recur-
sivamente sobre C’/~!. Em particular deve-se impor a condigio min > 4 para manter

a curva fechada.

Para a composicao do objeto a partir dos coeficientes relativos as representagoes
de resolugao menor que n, cujo processo é conhecido como transformada inversa, se
usarao as matrizes de filtro de composi¢cdo ou sintese P’ e ()7, cujas dimensoes sao

2/ x 2971 sendo a sua formulacao
Cl=pPC QD (2.10)

A Figura 2.5 mostra a decomposicao dos coeficientes C? em C?~1 e D'~ e a compo-

sicio de C7"1e D'~ em C7.

@ (b)

Figura 2.5: Estrutura de transformagdo direta e inversa:(a) decomposi¢do; (b) com-
POSICaO.

O numero de elementos de €™ deve ser uma poténcia de 2, ja que o processo de

decomposigao sempre vai gerar metade dos pontos em cada recursao.

As matrizes de filtro A7, B/, P/ e @’ sao calculadas associando a funcao que
define f7(t) com os coeficientes de escala C’, para 0 <t < 1, tal como definido pela
expressao (2.4).

() = ()07, (2.11)

O vetor ®/(t) = [gb‘{ (t), ey JQJ (t)] é chamado fung¢do base de escala. Neste caso, é um

vetor das fungoes B-splines ciibicas definidas na Segao 2.1, e é refindvel pela matriz
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de filtro P7,
®I(t) = ®(¢) P, (2.12)
As bases ®/ geram o espago V7, as fungdes refinadas ®/~! geram o espago V7! tal

que V/~! C VJ, e assim recursivamente. Do mesmo modo, os espagos complementos

Wit talque V-t @ Wi~ = V7 sao gerados por fungées base wavelets W7 1(t),
Ttt) = (1)@, (2.13)

Com estas formulagoes obtém-se a expressao que relaciona os quatro filtros A7, B7,
P’ e ()7, que finalmente se expressam como
Al o
2 = 1pilni-1
] = Pien .19
Desta forma, dados os valores dos filtros de sintese, é imediato calcular os valores dos
filtros de analise. Os filtros P’ e Q7 sao calculados definindo o produto interno entre

as bases, de forma que V7= e W/~1 sejam ortogonais [StDeSa96].

Os espagos {V’}, tal que ... C V"1 C V/ C ..., definem uma representagiao em
multiresolugio de f, j4 que a sua projegio sobre cada V7 é f/ (fungao de nivel j). A

defini¢do formal de representagdo em multiresolugao é dada em [GomVel98].

Um fungao f pode ser expressa em termos de seus coeficientes wavelets e sua

projecao no nivel minimo, como
f=fm"4 Z oD (2.15)

1=min

O uso das fungoes base B-splines periédicas na definicao dos objetos fechados
permite que todas as colunas das matrizes de filtros tenham elementos comuns des-
locados em alguma posigao. Isto vai evitar a manipulagao de grandes matrizes, tanto
na analise quanto na sintese. Na seguinte secao se estabelece a relagao dos elementos

das matrizes de filtros e os coeficientes.

2.2.2 Relacgao de coeficientes e filtros

Uma fungao de escala ¢!(t) é definida pelas operagdes de translagao e dilatagao de
uma “fungao mae” ¢(t), como explicado em diversos trabalhos, tais como [StDeSa96,

SweSch95, GomVel98], como

$(t) = p(2t — s). (2.16)
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Daqui a relagao de um nivel para o outro da funcao mae é expressa usando um

coeficiente de filtro p,,, como em (2.12):

=Y pnd(2t —m). (2.17)

m

O processo de refinamento das funcoes base obtém-se substituindo (2.17) em (2.16),

(1)

> Pmd(2(2't —5) —m)

m

= me éjlm (2]‘8)

A qual é equivalente, fazendo uma mudanca nos indices, a

me 220 (t) (2.19)

Do mesmo modo, refinando-se a fungao 1/ (t) e operando, chega-se & expressao
Y Gm2s@l (1), (2.20)

Como a sintese constréi a projegio da fungdo f sobre um espago, por exemplo, V/+1,

este seria da forma
fj-l—l — fj—|—0j
= Sed+ Y
= ZCJ me ’)a 1+1 +Zd1 ZQm 2s le

m

= E(Epm 2s +qu ')bd])quyj—l

m

= Zcfrjl r

1

Em conseqiiéncia, obtém-se a relagao dos coeficientes de composigao, como
= Z‘pmf2scfg + Z Qm72sdi~ (221)
S k-3

Critério similar serd usado para se obter a relacao dos filtros e coeficientes de decom-

posicao (anélise), chegando-se as expressoes:

= as_omch (2.22)

d{n = Z bS*Q?HC{,jl- (223)
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Observe-se que, nos calculos dos coeficientes ¢/ e d’ , sao capturados elementos

e ™m?
pares de CV*!, pela existéncia de 2m nas expressoes. Este é uma operagao de deci-
magao. Quer dizer de que em cada recursao de decomposigao sao gerados a metade
J+1

dos coeficientes de C Os elementos a,b,p e g sao elementos de uma coluna das

matrizes A, B, P e () respectivamente, e nao dependem do nivel j.

Os valores dos filtros sao calculados definindo o produto interno, de tal forma que
as bases ¢’ e ¥’ sejam ortogonais, cumprindo a condicdo de espagos de multireso-
lugao V7 @ W7 = VI+! (definidos na se¢ao anterior). Estes valores podem ser calcu-
lados pelo método de lifting [SweSch95], ou pelo método de dominio de frequéncias
[GomVel98]. Estes algoritmos nado sdo abordados neste trabalho porque nao se pre-
tende construir andlise multiresolucao, mas somente usa-la. Os valores dos filtros
usados sao apresentados no Apéndice A, para transformagoes wavelets biortogonais,

que sao tratados brevemente na secao a seguir.

2.2.3 Multiresolucao Biortogonal

Wavelets biortogonais constituem uma generalizagao de wavelets ortogonais. A clase
das wavelets biortogonais tem qualidades da clase wavelets ortogonais e é mais flexivel
que ela. Estas caracteristicas sao fundamentais para expressar um objeto complexo

em multiresolu¢ao, para a manipulacao de seu contorno.

Em multiresolucao biortogonal, sao usadas as bases biortogonais ao invés das
ortogonais, sendo uma para analise e outra para a sintese. Isto é, para o célculo de
¢/l e d~1 sao usadas as bases primais ¢/ e ¥/, respectivamente, e para sintese sdao

usadas as bases duais ¢! e I:

-1 171 -1 1,71
=Y d T e o= d
m m

As funcgoes ¢! e @) sao bases dos espagos V7 e V7| respectivamente, assim como

7 e 1! s3o bases de W7 e W7, Desta forma, tem-se dois espagos de multiresolugdo

LCcVIiTtcvic ..

cVittcvic ..,

com

Vile Wi =V e P4 Ti = T
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A ortogonalidade ocorre entre espagos primais e duais
Vi1 wo,

Vi w?

Wi LW com j # 1.
Isto implica que seus produtos internos sejam da forma
(B(t), vt —s)) =0
((t), ¢t —s)) =0

(@(t), ¢t — 5)) = 0,

(¥(t),9(t — 5)) = ds.

Com estas caracteristicas de biortogonalidade das bases, as relagoes dos filtros com

as bases, sdo dadas de forma andloga as expressdes (2.19) e (2.20), como
¢(t) = Esjhﬂb(?t —s) e () = Z:gsqﬁ(?t —s).
Similarmente
o(t) = %:71395(275 —s) e t) = Esjﬁs@g(?t — ).

Finalmente, combinando estas expressoes com os produtos definidos acima, obtém-se

a relagao dos coeficientes e filtros, para decomposicao

=3 hyamc ™, (2.24)
d'{n = 293_27,,,C‘£+1 (225)

€ para composigéio
Cﬁl = Z ;Lm—2scg + Z§171—25d'§~ (226)

Observa-se que, na decomposigao, as expressdes (2.22) e (2.23) sdo idénticas a
(2.24) e (2.25), respectivamente. A mesma caracteristica se observa no processo de
composi¢ao entre as expressoes (2.21) e (2.26). Neste sentido, para efeitos de ma-

nipulagao de decomposi¢cao e composi¢ao dos corpos, os coeficientes de filtro sao
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considerados como a = h, b=g, p = he q = g. Os coeficientes de relacao podem ser
intercambiados; assim, dados os filtros, calculados em termos de multiresolugao bior-
togonal B-splines cibico, apresentados no Apéndice A, pode se operar sem problema
tanto no processo de analise quanto no de sintese, pelo processo de transformada
rapida formulada pelas expressoes (2.28) e (2.29) na se¢do a seguir. O método de

célculo dos filtros para este tipo de multiresolu¢ao é apresentado em [GomVel98].

Um critério importante considerado nos cdalculos dos filtros, em particular para
transformadas wavelets biortogonais [Sweldens96, SweSch95], é que os coeficientes de
escala 7 representam a média dos coeficientes de escala C/*1. Desta forma, a média
dos coeficientes de detalhe D’ tem tendéncia a zero. Com isto, a representagao de f
no nivel 7, ou seja f7, é representativa, porque a perda em detalhes de um nivel para

outro é minima.

2.2.4 Pontos de controle do objeto em multiresolucao

Em vista que uma curva fechada B-spline é definida por bases B-splines periddicas
e continuas, cada ponto da curva fechada sempre tem pontos vizinhos em ambos os la-
dos, nao existindo, assim, pontos extremos. Nos pontos de controle C' = {c1, ¢2, ..., ¢u},
os pontos ¢; e ¢, (supostamente extremos) sao vizinhos. Sendo assim, a seqiiéncia de
pontos é ciclica ja que sempre um ponto de controle tem vizinho esquerdo e direito,

tal como ilustrado pela Figura 2.6.

Ch-1
Cn

Figura 2.6: Um objeto com n pontos de controle, tratados em ciclo.

Para os efeitos de andlise, consideram-se os elementos significativos das matrizes

de filtro, em que cada coluna é simétrica, e se repetem em cada coluna com um



2.2. Representagao em multiresolu¢ao 25

deslocamento em duas posigoes. As matrizes de filtro de andlise sao da forma

a_, b—:r
a_, b*l,
a_i .. b,1
an .. b()
_ b b
A= ai a_1 c B— 1 1
ay . bo
ay . b
a, b,
a, b,

Para poupar espago de armazenamento das matrizes e sua manipulagao nos calculos
de novos pontos de controle, considerou-se s6 uma coluna significativa (semicoluna) e

aproveitou-se sua simetria. Assim, os elementos significativos de A e B sao expressos

por
ag bU

a b
A, = ! e B,—= !
a, b,

bo q0

P by
Pp — e Q ¢ =

Do by

Com os elementos de filtros definidos nesta secao, a decomposi¢ao do objeto é
simples, nao sendo necessario utilizar expressoes matriciais. Dado o vetor de pontos

de controle ciclico CV = [... ch, 5,1 &, hory Choys -], um elemento ¢/t de C771 ¢
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computado como

7t = agcés + Z ai(cés—i + C;s+i)) (2.27)

=1

e um elemento d/ ! de D’~! ¢ calculado como

A7t = bychy 1+ D 0i(Chumi F Chos)- (2.28)

i=1
Para o processo de composi¢ao (reconstrugao), de modo andlogo & decomposicdo,
pode-se simplificar a operacao da expressao (2.10) em um célculo linear simples,

adequando a expressao (2.21) como

Gy =poc L+ o ) + D qei (T Ay
i1 i=0
e (2.29)

w

A1 = D poica(A i + i) + aod 1+ 3 qui(d i + A
i=0 =1

As operagoes simplificadas, expressas por (2.27) e (2.28) para decomposi¢ao, e
(2.29) para a reconstrugao, sdo apresentadas em [GomVel98] em forma de um seg-
mento de cédigo em C como a trasformagdao rapida de wavelets. Também se discute o
grau de complexidade, que é linear em relagao ao ntimero de coeficientes m e o niimero
de elementos de filtro r, sendo assim O(mr). A Figura 2.7 mostra a decomposi¢ao

em dois niveis de um objeto com 32 pontos de controle.

;
AN
-, T S
o = P -,
e Ca . 5 Ve ",
w ‘\ - A :’f'( -
! ¥ : A
7‘\ N . r |
L i - /
X, * i . A
: 4 ] S i T
P *‘ . .‘\ ,"
# : :| ;
?é I i . //
— ! o =
0 I #%. l\ = // [" P
% S o =F

i, . - A e

Hoye :

(&) () (e

Figura 2.7: Decomposicio de um objeto em dois niveis: (a) objeto original; (b) objeto
decomposto no primeiro nivel; (¢) objeto decomposto no segundo nivel.
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2.2.5 Refinamento dos pontos de controle do objeto

Refinar pontos de controle de um objeto consiste em inserir mais pontos de controle
para o mesmo objeto, sem alterar a sua forma. Existem abordagens em curvas B-
splines para este problema, via inser¢ao de néds seqiiéncial ou paralela [PieTil95]. Mas
usar os métodos de reconstrucao em multiresolugao é mais facil, em especial para o

proposito deste trabalho.

Um ntimero maior de pontos de controle permitirda a definicao de uma carac-
teristica irregular do contorno do objeto, ja que o inverso, minimizac¢ao por decom-

posigao, permite sua suavizagao.

Pode-se obter um objeto refinado, sem usar insergao de nés, aproveitando a técnica
de composicao de objetos em multiresolugao, ja que (2.18) permite o refinamento das
bases. Isto é, dado o contorno definida pela curva f"(t), supostamente refinada, com
2" pontos de controle, pode-se refinar mais ainda para f"*1(t) com 2"*! pontos de
controle, representando o mesmo contorno, para o qual é necessario considerar D"
nulo. Assim, cada objeto definido no sistema pode ser refinado para o nimero de

pontos desejados.

A Figura 2.8 mostra o refinamento de um objeto de 32 pontos de controle para

ter 64 pontos. A morfologia do objeto continua sendo a mesma.

Figura 2.8: Um objeto inicial de 32 pontos de controle refinado para 64 pontos.
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2.3 Alteracao de forma do objeto

A necesidade de alterar a forma de um objeto é importante em muitas aplicagoes. Na
modelagem pode se obter objetos ainda mais complexos alterando sua forma inicial,

mantendo alguna caracteristica deste, tal como ntimero de pontos de controle fixo.

Existem varias técnicas para deformar curvas e superficies: as técnicas baseadas
nas operagoes sobre os pontos de controle (insergao, eliminagdo e mudanca de po-
sigoes) [Piegl89, PieTil95, RogFog89, ForBar88], e na variagdo dos pesos em caso de
NURBS [Piegl89, PieTil95]; técnicas de manipulagao direta ([BarBea89, BarFow93]),
que permitem atuar diretamente sobre o ponto da curva ou de supeficie; técnicas
empregando célculo variacional [Welch95, Wesseli96]; técnicas baseadas em modelos
fisicos [GuLiTa+97, HsHuKa92, LycMor87] que emprega energias na deformagao da

superficie do corpo.

Em principio, criar um objeto complexo com técnicas de deformagao por manipu-
lagao direta cai no campo de modelagem de objetos de forma livre (Free-Form), como
as técnicas de deformagdo forma livre - FFD (Free-Form Deformation) descritas em
[MacJoy96, WelWit94, SedPar86, CoqJan91, HuHuKa92], cada um com diferentes
abordagens, em particular para superficies de geometrias arbitrarias modeladas em
B-splines. A técnica de manipulagao direta é mais amigavel que as técnicas de FFD

propriamente ditas.

2.3.1 Manipulacao direta do contorno

A mudanga de posicao do ponto f;(t) definida por (2.4) acarreta o reposicionamento
dos 4 pontos de controle associados a ele (tratados na Segao 2.1.1). Bartels, Beaty e
Fowler abordam a técnica de reposicionar cada ponto de controle ¢;;,_; minimamente,
através de Ac;y;_1, de forma que permita levar o ponto f;(¢) para sua nova posicao,

com a expressao seguinte:
AC; = Af;(t)NT(N.NT)71, (2.30)

onde AC; = [Acj_1 Acj Acji1 Acjyo], € N é a matriz de bases B-splines composta

por quatro bases reparametrizadas, dada por
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N -1 3 -3 1
Nt 1 6 30
v | M0 = —[* 2 ¢1] (2.31)
Ni(t) 6 —~ 30
Ni(t) 1 4 10

A Figura 2.9 mostra a deformagao de trés segmentos do contorno de um corpo

complexo definido por 32 pontos de controle.

Figura 2.9: Uma curva fechada B-spline cibica deformada em trés pontos de diferentes
segmentos da curva.

Um corpo complexo definido por pontos de controle de vizinhan¢a minima nao
vai permitir uma deformagao substancial do contorno. Sua agao serd simplesmente
sobre uma pequena porgao desta, causando uma deformacao local. Ela pode ser
pronunciada, acarretando reposicionamentos de uma vizinhanca maior que k£ = 4
pontos de controle, o qual é conseguido utilizando a multiresolugao de contornos, que

sao discutidos na proxima segao.
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2.3.2 Deformacao do objeto em miltiplas resolucoes

Aproveita-se a idéia de edi¢ao de objetos em multiresolu¢ao, comentados brevemente
em [FinSal94, KazElb97|, para gerar uma deformagao da forma do objeto fechado
em multiresolugao. Esta deformagao é obtida pela manipulagao direta de um ponto
projetado nas resolugoes de niveis inferiores da curva. O resultado se percebe na

versao refinada apds sua reconstrugao.

Seja f" o contorno refinado do corpo, e seja f’ a projegio de f" no espago V7.
Uma manipulagao direta no ponto f7(t) em Af/(t) se propaga através das resolugoes

de niveis superiores, para produzir uma resolu¢ao refinada deformada f", como

F) = ft)+ar),
P = P+,

) = 0+ o),
A funcdo o/ é a curva de detalhe do nivel j.

Neste processo, a alteracao é feita nos coeficientes C7, ja que as fungoes bases
sao inalteraveis. Assim, no processo de reconstrucao, as variagoes se refletem nos

coeficientes respectivos (C/*1).

¢/ =C’+ AC? implica C/T'= PIHYCT + ACT) + Q7FH(DY).

Quando se reposicionam os coeficientes de escala C7, as magnitudes dos coeficien-
tes de wavelet D’/ permanecem fixos, mas eles devem ser reorientados para manter
a caracteristica da curva original. Para cada vetor de detalhe d! de D7 é fixada sua
orientagao respeito a um sistema local de referéncia definida pela reta tangente (deri-

vada) e sua normal no ponto médio do segmento do contorno respectivo (ver detalhe

em [RivCarVe99a]).

Em geral, quando se deforma um objeto, as mudancgas que ocorrem nas resolugoes
inferiores e interiores do objeto devem ser transparentes para o agente modificador.
Assim, o agente vai deslocar um ponto f"(t), do contorno mais refinado, em um vetor
Ad, possivelmente simulando um material com certa rigidez, mas ele nao precisa saber
que se deve modificar em alguma porgao as camadas interiores, ou outras resolugoes,

do objeto.
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A propagacao de deformagao em varios niveis superiores de resolugao de um con-
torno depende de uma fungao distribuidora de segmentos do vetor Ad, para serem
usados na manipulagao direta, automaticamente, nessas resolugoes. A funcao distri-
buidora ¢(s), que simula o parametro de rigidez do material que define o contorno,
tem a forma exponencial negativa para definir segmento de vetor Ad" para f*, Ad" !

para f" 1, sucessivamente até Ad" " para f" ", de forma que
1Ad"]| > [[Ad" | > ...[[Ad" ]|,

dotou-se a fungio g(s) da forma
1 1 1
g9(s) = 7° * onde A= i e ds,

no intervalo 0 < s < 1, de modo que este determina a porgao de segmento de vetor

Ad = ( / 7 g(1)dt)Ad.

Maiores detalhes deste procedimento podem-se consultar em [RivCarVe99b].

O critério de distribugao de deslocamentos nos diferentes niveis de resolugao do
objeto induz maior segmento de deformagao nas resolugoes superiores. Ao se aplicar
estes deslocamentos, por manipulacao direta do objeto em multiresolu¢ao, o ponto

f™(t) é deslocado pelo vetor Ad, como mostram os teoremas formulados a seguir.

Teorema 2.1 O ponto f"(t) deslocado por um vetor Ad € um outro ponto p =
I™(t) + Ad equivalente ao deslocamento do ponto f" 1(t;), projecdo de f"(t) em

=1 deslocado pelo mesmo vetor Ad projetado em f".

Prova: Seja Ad = Af™(t) o vetor de deslocamento aplicado sobre f"(t). A fun¢ao

f™ € reconstruida a partir dos coeficientes de baixa resolugao como
fn(t) — (I)n(t)(PnC“fl 4 QVLD‘IL*].).

Se se desloca um ponto de f™~' projegao de a f"(t) sobre f"~! em Ad, alguns
coeficientes de CV~! sdo modificados, segundo a férmula de manipulagéo direta (2.30),

em AC™ L. Depois disto, a expressao acima passa a ser

fr(t) = @"(t) (P (C" '+ AC™ ) + Q"D ).



2.3. Alteracao de forma do objeto 32

q)n,—l
A expressio (2.30) pode-se reescrever como AC"™! = AdW. A curva defor-
mada € reescrita como

) = e <P“ (0"1+Ad7¢”_1 )+Q“D"1>

@n—l.én—l
. . (I)nfl
= o"(t) (P"C"T 4+ QD" )+<1>"(t)P"Ac‘liqwl‘qw1
(I)n—l
_ n n vn—1 n yn—1 n—1
= &"(t) (PO + QD) 0" Ad

= f(t) + Ad.

O Teorema 2.1 é generalizado para deslocar um ponto sobre uma resolugao inferior

arbitraria de curva, f7,j < n, pelo corolario a seguir.

Coroldrio 2.1 Se p = f™(t) + Ad € o ponto deslocado de f"(t) por Ad, o mesmo

),0 < j < n, correspondente de f"(t), por Ad.

efeito € obtido deslocando o ponto f’ (,

Prova: A fungao f" pode ser expressa em funcao dos seus coeficientes de resolugoes

inferiores e wavelets como .
n—

fr=eC + Z v D.
i=j

Depois de deslocar o ponto f/(¢;) em Ad, alguns coeficientes de C7 sao modificados

em ACY. A expressao acima é reescrita como

n—1
() = () (CT+AC) + Y WD
i=j
) ) ) ) n—1 o
= )T+ BI(L)ACT + 3 WD
i=j
o n—1 o
= 0T+ Y. U'D + Ad
1=j

= (1) + Ad.
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A Figura 2.10 mostra os resultados do Teorema 2.1 e Corolario 2.1 depois do
deslocamento do ponto f5(¢) = (333.72,506.37) por Ad = (—19.72,64.62), onde a
curva interior é representada por uma linha tracejada. O nivel da curva mais refinada
é n = 6. Quando um ponto correspondente de f(t) sobre f* é deslocado em Ad,
a posicao final fG(t), apds a reconstrugao, é a mesma (curva pontilhada externa da

figura).

Figura 2.10: Vetor de deslocamento Ad aplicado em um ponto de cada resolugao
da curva, f(t;),3 < j < 6, por vez (curva pontilhada externa € resultado depois
de deslocar um ponto f3(t3); curva de linha tracejada interna € resultado apds o
deslocamento do ponto f°(t)).

Uma outra conseqiiéncia do Teorema 2.1 é que, se o vetor de deslocamento Ad
é segmentado em vdarios vetores, Ad;, Ad,,...,Ad,,, e cada vetor Ady é aplicado
para manipulac¢do direta sobre pontos respectivos de f"(¢) em curvas de resolugées
inferiores, f’, entdao depois de reconstrugio, o ponto f"(t) vé-se deslocado por Ad.

Este critério se formaliza pelo corolario a seguir.

Coroldrio 2.2 O deslocamento do ponto f"(t) por Ad € equivalente ao acumulado
da seqiiéncia de deslocamentos em Ad; dos pontos relativos de f"(t) nas resolugdes

inferiores respectivas, onde Adq, Ad,, ..., Ad,, sdo segmentos de vetores de Ad.

A prova deste corolério é imediata. Se se desloca um ponto f" (t;), correspondente a

f™(t), em Ad,; por vez em cada nivel de resolugao do contorno, o corolario 2.1 garante
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que o ponto f"(t) é deslocado em Ad;. Desta forma, o acumulado dos deslocamentos

de f"(t), finalmente, é Ad = Ad; + Ads + ... + Ad,,,.

A Figura 2.11 mostra o efeito apds a reconstrucao quando o vetor de deslocamento
Ad ¢é segmentado por Ady, Ady, Ad3 and Ady, e fO(¢) é deslocado por Ady, f>(ts)
por Ady, f*(ts) por Ady e f3(t3) por Adj.

Figura 2.11: Vetor de deslocamento Ad segmentado aplicado sobre curvas de resolugao
inferior. A curva de linha tracejada € produzida depois da aplicacdo dos segmentos
de vetores, Ad;, Ada, ..., Ad,,, sobre cada curva de resolucdo inferior f8, f°, f* e f3,
respectivamente.

2.4 Perturbacoes no contorno

O contorno de um corpo, expressa em seu nivel refinado, f" ou simplesmente f,
pode ainda ser refinada para niveis mais superiores oscilando em torno de f". Esses
contornos de niveis mais superiores vao definir as perturbacoes de f". Na verdade,
em contornos de multiresolu¢ao, um nivel de contorno passa a ser perturbagao de seu
equivalente de resolucao imediatamente inferior. Com este critério, pode-se gerar a
supeficie de resolucio superior, f**! ou f!, adicionando-se os coeficientes de detalhe

com média zero.

Podem se criar niveis de resolugoes superiores a n em forma controlada, sem
intencao de adicionar niveis maiores que dois ou trés, ja que cada nivel adicional
requer o dobro do niimero de pontos de controle do nivel imediatamente inferior, tal

como visto na Segao 2.2.5. Assim, para gerar um contorno mais refinada do que f",
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ou seja f"T!, requer-se 2" pontos adicionais; do mesmo modo, para refinar f"*! em
’ .. 2 2~ ;- ,

um nivel adicional, para f**? ou f2, sdo necessarios 22 pontos de controle. Este

mecanismo de refinamento por inser¢ao de pontos deve ser controlado, dependendo

da complexidade das perturbacoes.

Podem ser criadas as perturbacoes sobre a surpeficie f" de varias formas: re-
construindo contornos superiores a partir dos coeficientes de wavelets perturbados,
perturbando o contorno por deformagoes locais, ou adicionando perturbagoes por
bibliotecas. Nas duas primeiras formas de criar as perturbagoes, existem processos
comuns: refinamento de pontos de controle por insercao e geracao dos elementos per-
turbadores do contorno, enquanto o terceiro permite aproximar as perturbacoes por

tolerancias estatisticas.

Os elementos perturbadores sao os vetores de detalhe ou deslocamento de pontos,
segundo a forma de criagao de rugosidade do contorno. Uma forma de gerar esses
vetores é admitir que eles provéem de uma distribugao N(0,c?), de maneira que o
tamanho de maior predominancia esteja dentro de um intervalo de confianga ()
definido.

A geragao das perturbagoes por reconstrucao com coeficientes de wavelet pertur-
bados consiste em reconstruir o contorno perturbado f"*! a partir dos coeficientes
C™ e os coeficientes wavelets D" criados com uma certa tolerancia estatistica (ver
Capitulo 6), j& que formalmente ndo existem elementos wavelets do nivel n. Sendo

assim, o contorno perturbado é obtida como
fn—l—l — fn, + lIlnDn

Na forma geral, quando sao considerados m niveis adicionais de perturbagao de f",
os coeficientes de wavelet D" = (d})—¢..on+r_1, Para r = n,...,n + m, contribuem na

definigao das perturbagoes do contorno f" como

fn-l-m — fn + ZT:O\I;”%+7‘D”+T. (232)

Os coeficientes wavelet gerados no nivel n e superiores podem ter uma distribuigao
nao uniforme, descrevendo, desta forma, uma distribui¢ao de rugosidade variada no
contorno f". Com este critério, é mais conveniente para o usudario escolher uma
forma de distribuicao de perturbagoes em uma biblioteca de detalhes, onde exista
distribuigao constante, distribuigao variada, etc. No Capitulo 6 se explica em detalhe

a criagao de rugosidades no contorno.
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A Figura 2.12 ilustra como uma distribui¢ao de perturbagoes é relacionada com os

"+2 " que constitue a perturbacao

coeficientes wavelets de niveis n e n+1. O contorno f
de f*! e de f", sera obtida pela reconstrugao, segundo (2.32), a partir dos coeficientes

de wavelets D™ e D" gerados.

detalhe adicionado

Figura 2.12: Criacdo das perturbagoes utilizando distribuicdo de coeficientes wavelets
em dois niveis.

A geragao de rugosidade via perturbacao do contorno por deformagoes locais é
uma abordagem inspirada na técnica de Szeliski e Terzopoulos [SzelTerz89], em que
bombardeam a superficie de terreno, no nivel mais refinado, por perturbacoes geradas
pela distribuigdo de Boltzmann com restri¢ao variacional (minimizando a energia).
Para gerar as rugosidades, neste trabalho, sobre f", pode-se usar a deformacao local
deslocando o ponto médio de cada segmento f;' por um vetor d;. O moédulo desse
vetor é gerado aleatoriamente segundo um distribugao N (0, 0?), e sua diregao sempre
é normal a tangente do contorno no ponto a deslocar. Aplicado este processo a todos
os segmentos do contorno, o mesmo processo pode ser feito com o contorno resultante,

recursivamente.

Para o propédsito de deformagoes locais no nivel n, primeiro se refina f” segundo
os passos descritos na Secao 2.2.5, sendo f"*! o contorno refinado. Cada segmento
bésico deste ultimo contorno se deforma localmente, no ponto central de cada segmen-
to, segundo o vetor de deslocamento dado pela biblioteca de perturbagoes. O vetor de
deslocamento de cada ponto central do segmento bésico serad orientado perpendicular-
mente a tangente do segmento da curva nesse ponto. Se se desejar perturbagoes em

mais niveis, sobre este contorno perturbado, serd aplicado o mesmo processo que no
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anterior: refinar, depois deformar localmente, cada segmento no ponto médio. Este
processo é repetido m vezes, onde m é o nivel de resolucoes que se deseja perturbar.

A Figura 2.13 ilustra a técnica descrita, para dois niveis de resolugao de f".

A perturbagao de f™ serd, entdo, f"*", similar a (2.32). Nesta abordagem, se
observa que ¢ alterada a configuragao de f", o que implica que apds a decomposi¢ao
via transformada wavelet do contorno f*™, os coeficientes wavelets vao ser diferentes
de zero e a resolucio f" equivalente ao nivel n serd bastante aproximada & f" original.
Isto, também, vai implicar que as resolugoes inferiores variem um pouco. Por esta

razao, seria aconselhavel redefinir o contorno f” como sendo f™ apds as perturbagoes.

recta tangente J—’—L’—L’JTL'—‘— /V/( \
vetores de deslocamento (i © © g+l

/

Figura 2.13: Criagdo das perturbacoes utilizando deformagées locais em dois niveis.

Criando perturbacoes densas do contorno f", por qualquer das abordagens pro-
postas acima, observa-se uma amostra de pontos de controle das versoes superiores
a f". Para evitar o uso excessivo de espago de armazenamento, esses pontos sao

agrupados por tolerancias estatisticas, detalhadas no Capitulo 5.



Capitulo 3

Construcao de estruturas

hierarquicas

A representacao, em pré-processamento, de caixas hierarquicas envolvendo segmentos
da superficie de um objeto faz com que o processo de comparagao pela intersegao de
cada par de objetos em movimento ou em repouso seja eficiente e robusta. Embora
se requera espagos adicionais para representar as estruturas hierarquicas de caixas
envolventes, com o avango da tecnologia, estas restricoes passam a um segundo plano.
O que interessa é a robustez e eficiéencia do algoritmo na detecgao de contatos entre

os corpos em interferéncia.

Neste capitulo formula-se uma abordagem de estruturas hierarquicas de caixas
envolventes em multiresolugao para objetos curvos de geometria arbitraria chamada
“arvore de caixas envolventes orientadas de segmentos em multiresolu¢ao” (MOBB-
tree). Para isto, se constroem as caixas orientadas envolventes baseadas em seg-
mentos de superficies curvilineos, como uma extensao do método usado por Gotts-
chalk, para objetos de geometria arbitraria formado por curvas. No préximo capitulo,
complementa-se a geracao das caixas orientadas envolventes considerando os detalhes

de perturbacao de objetos em multiresolugao.

38
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3.1 Estrutura hierarquicas

O OBBtree é uma arvore binaria de caixas envolventes orientadas ( Oriented Bounding
Bozes, OBBs), de forma que, de um nivel para outro, um pedago da superficie do
objeto coberto por uma caixa (pai) pode ser sub-divido em dois pedagos disjuntos
para ser envolvidas por caixas pequenas cada pedago (filhos). A Figura 3.1 d4 uma

idéia de como é uma arvore binaria de OBBs.

Um OBB é uma caixa retangular cuja orientacao depende do comportamiento do
conjunto de segmentos poliédricos (triangulares). O comportamento do conjunto de
segmentos define a orientacao de um OBB adaptado, isto faz com que esta estrutura
seja mais eficiente do que a arvore esfera e a arvore de caixas de arestas alinhadas
com os eixos coordenados (AABBs), porque os envelopes testados pela intersegao sao

mais proximos aos pedacos de segmentos dos objetos em possivel contato.

As técnicas de OBBtree sao usadas em Ray-tracing e em outros calculos de in-
terferéncia [ArvoKirk89]. Em [RubiWhil80, WeHoGre84] os OBBs sao usados em
ray-tracing e modelagem hierarquica de objetos, sem a exigéncia de que as caixas
sejam adaptadas e ajustadas a superficie. Gottschalk et al. aperfecoaram o OBB-
tree para deteccao de contatos em dinamica de movimentos entre corpos rigidos de

constitugao poliédrica (malhas triangulares).

Neste trabalho, a criacao de estruturas hierarquicas ¢é inspirada na técnica de
OBBtree, construindo-se os envelopes para segmentos de superficies, chamados con-
tornos, curvos em multiresolugao e com detalhes de perturbagao, dando origem a
MOBBtree (Multiresolution Oriented Bounding Box tree). As OBBs de MOBBtree
vao ser definidos pelas tendéncias de cada segmento curvo em multiresolucao e suas
respectivas perturbagoes. O processo de comparagao pela interferéncia tem eficiéncia
préxima a da arvore esfera, mas com maior precisao na determinac¢ao de segmentos
de contorno de possivel contato. O MOBBtree, na deteccao de interferéncias, herda

a eficiéncia e robustez da OBBtree reformulada por Gottschalk.

3.1.1 Estruturas MOBBtree

Na construgao de uma estrutura MOBBtree sao consideradas trés componentes, nao

necessariamente sequenciais: primeiro, posicionamento de um adequado e ajustado
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malhatriangular

P

Figura 3.1: Estrutura de um segmento de OBBtree.

OBB, que contenha a colecao de segmentos de contorno irregular; segundo, aumento
de caixas para incluir as perturbagoes dos segmentos respectivos; terceiro, agrupa-

mento dos OBBs requeridos na estrutura hierdrquica binaria.

Em objetos definidos por malhas triangulares, os vértices dos triangulos formam
parte da superficie do objeto, e tomando em consideragao esse fato, construir cai-
xas envolventes de caracteristicas de um OBB é simples, tal como enfocado em
[GoLiMa96]. Em objetos cujas fronteras sao definidas por pontos de controle que
nao necessariamente formam parte da superficie, a abordagem ja nao é tao simples,

porque a mesma geometria de cada segmento da superficie devera definir o OBB.

A concepgao original de OBBtree para a geracdo dos descendentes (segmentos de

poligonos envolvidos por um OBB pai é subdividido em dois subsegmentos disjuntos,
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determinados pelo eixo maior do OBB pai, para se gerar os OBBs filhos) nem sempre
funciona para segmentos concavos, porque a subdivisao pela metade do segmento pode
gerar mais de dois segmentos disjuntos nao adjacentes. Para manter a robustez de
OBBtree na creagao de MOBBtree considera-se a uniao de dois segmentos adjacentes
(filhos) para se gerar o segmento pai. Esta abordagem também demanda similar
espago do que OBBtree, s6 com uns processos adiconais na etapa de inclusao das

perturbagoes nas caixas envolventes.

Uma caixa envolvente vai ser gerada a partir dos dados relativas as caixas infe-
riores, cuidando que os segmentos respectivos sejam continuos. Outra caracteristica
observada nas caixas envolventes para curvas, € a necessidade do uso de técnicas de
amostragens para discretizar os segmentos do contorno em elementos suficientemente
significativos para definir os eixos de cada caixa, o uso de derivadas de primeiro e
segundo ordem vao fornecer o maximo e minimo relativo dos segmentos em direcao

dos eixos definidos.

Caixas envolventes

As caixas orientadas envolvendo segmentos de contorno do objeto sao representadas
por uma estrutura de arvore binaria, de forma que a raiz é uma caixa contendo todo
o objeto, cada um dos dois ramos contem uma parte do objeto relativo a caixa pai,
etc. As folhas da arvore sao as caixas que envolvem segmentos basicos do contorno
do objeto. Neste sentido observam-se dois tipos de caixas: caiza minima ou bdsica e

caira superior.

Uma caixa basica se caracteriza por envolver um tnico segmento basico e suas
perturbagoes. Este tipo de caixa é gerada a partir do segmento basico e aumentada
para incluir as perturbacoes respectivas. Uma caixa superior contem dois ou mais
segmentos basicos e as perturbagoes relativas (na realidade uma caixa superior inclui
as caixas bdsicas respectivas). Este tipo de caixa pode ser gerada de duas formas:
a partir das caixas basicas adjacentes que vao ser incluidas, ou estimada apartir
do segmento de resolu¢do menor relativa (como se fosse uma caixa bdsica) depois
aumentada incluindo as caixas basicas e as perturbagoes relativas. A Figura 3.2

mostra uma estrutura de MOBBtree com os dois tipos de caixas descritas.
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Figura 3.2: Hierarquia das caizas envolventes conservativas representadas em uma
arvore bindria.

3.2 Determinacao da caixa envolvente adaptada

Um critério para construir uma caixa envolvendo um ou mais segmentos de curva
consiste em considerar os pontos de controle relativos aos segmentos, ja que seu
fecho convexo envolve o segmento respectivo. Mas a caixa nao ajustaria a curva

adaptadamente, porque os pontos de controle nem sempre estao sobre a curva.

Uma outra forma de construir a caixa orientada consiste em determinar o retangulo
de area minima envolvendo os vértices das caixas minimas. Para este processo, deve

ser calculado o fecho convexo com esses pontos (o que requer um tempo O(nlogn))
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e depois usar um algoritmo eficiente para construir um retangulo de area minima
(em tempo O(n)) [FreeSha75]. Este método consegue construir caixas ajustada para

cobrir o segmento, mas requer um tempo total O(nlogn).

A matriz de covariancia destes pontos, calculada em tempo linear, vai permitir
determinar os dois eixos perpendiculares, os quais determinam a orientagao da caixa.
Isto é, as arestas da caixa retangular serao paralelas aos eixos. Os eixos e a média
dos pontos, como centroide temporario, vao permitir calcular as dimensoes da caixa
mais ajustada as caixas minimas. A partir da caixa ajustada serd recalculado seu

centroide verdadeiro.

3.2.1 Uso da matriz de covariancia

Com n pontos p, relativos aos segmentos do contorno em analise, ¢ determinada a
matriz de covariancia o, que tem a forma
011 012

o= (3.1)
021 022

cujos elementos sao calculados tradicionalmente como

1. N o , 1.
Opy = ﬁ Z(pL —H )(pzy - /le), para [t = ﬁ Zp] € 1< z,y < 27 (32)
j=1

mas pode variar dependendo do caso a se resolver, como se vera posteriormente.

A matriz de covariancia permite calcular a dispersao dos dados em qualquer di-
recao. Isto ajuda a determinar a tendéncia da agrupagao dos dados em forma eliptica
[Morrison76, JohnWich92], onde os eixos sdo determinados pela orientagio dos auto-

vetores da matriz de covariancia e o tamanho dos eixos pelos autovalores.

A matriz de covariancia, neste caso 2 X2, permite determinar 2 autovetores e dois
autovalores (cada vetor com um tinico autovalor, mas ndo necessariamente o contrario
[JohnWich92]). Desta forma, com o maior autovalor serd calculado o eixo de maior
lado da caixa, e com o segundo autovalor serd calculado o segundo eixo correspondente

ao lado menor da caixa.

Os autovetores de o sao ortogonais e os autovalores respectivos sao reais e positi-

vos, desde que a matriz de covariancia o seja simétrica e definida positiva [Morrison76].
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Assim, os autovetores normalizados vao constituir uma base para gerar o espago de

distribuicao dos pontos.

3.2.2 Determinacao dos eixos das caixas envolventes

Dada uma matriz simétrica A de ordem pXp, e o vetor X de p elementos. Entao X
¢ um autovetor de A correspondendo a um valor real A chamado autovalor, se

AX = )X, onde X énao nulo. (3.3)

Para o caso bidimensional, nao sera necessario usar um algoritmo geral de calculo de

autovalores e autovetores, porque sua deducao pode se determinar facilmente.
Se a matriz simétrica 2 X 2 é dada por
a b
A= )
b ¢
entdo a expressao (3.3) pode ser reformulada como
(A-—ITNX =0, (3.4)

que fornece os dois autovalores da forma

a+c+/(a—c)?+ 4b?

Al— 9 9

a+c—/(a—c)?+4b?
5 .

AZZ

Como existem dois autovetores da matriz A, cada um é associado a um autovalor,

da forma

Xl = (—b,a— )\1)
XQ = (—b, a — )\2)
Os dois autovetores sao ortogonais, porque

Xl.X2 = (—b,a—)\l)(—b,a—/\g)
= b +a’— (A + Aa)a+ A

at+c+f(a—c)2+4b2 a+c—/(a—c)?+4b?
2 + 5 a+

= b 4+a%—



3.3. Caixa basica 45

2 2

(a+c+\/(a—c)2+4b2 a+c—4/(a—c)?+ 4b?
0.

Existem casos especiais que sao levados em consideragao no calculo de autovetores.
Por exemplo, quando os elementos da matriz, b = 0 e, ou a ou c¢ é diferente de
zero (quando os pontos que determinam a covariancia formam uma reta vertical ou
horizontal). Neste caso, o autovetor nulo serd posto como vetor perpendicular ao outro
autovetor diferente de nulo. No caso os autovalores A; e \s sejam iguais (simetria
de pontos), definem autovetores paralelos ou nulos; neste caso serdo adotados como

solugoes as diregoes horizontal e vertical.

Em geral, os autovalores e autovetores, em termos dos elementos da matriz de

covariancia, sao calculados como:

o11 + 0 £ \/(011 — 022)2 + 4(012)?

A= ,
2

X, = (—0127011 - >\1’), 1 =1,2.

3.3 Caixa basica

Uma caixa bésica deve envolver, em forma adaptada e ajustadamente, um segmento f;
e suas respectivas perturbagoes. Talvez esta caixa nao seja de area minima mas deve
ser adaptada a tendéncia do segmento e incluindo-o ajustadamente junto com suas
perturbacoes. Nesse sentido, o primeiro passo fundamental é determinar os dois eixos
perpendiculares que expressam a orientacao da caixa. Depois, entao, se determinara

a caixa ajustada ao segmento, para finalmente incorporar as suas perturbagoes.

3.3.1 Determinacao dos eixos da caixa envolvendo um seg-

mento de curva

Quatro pontos de controle podem definir um segmento basico de curva de uma das
formas: segmento ctibico, segmento parabdlico, segmento linear ou um ponto (quando

o comprimento do segmento é minimo). A Figura 3.3 mostra estes possiveis casos.
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Estas consideragoes vao permitir a escolha de cdlculo dos eixos para uma caixa en-

volvendo o segmento de curva.

Pg Pe2 PY Pi-1
.pj pj+1‘ pj_l [ J
Py
/\ B ‘
[ ] PY Pi+a P+r @
pj_l r)J""l .pj.j_ pj+2 ® pj+2. pj+2

Figura 3.3: Casos de segmentos de curva f; e seus pontos de controle respectivos.

Uma alternativa é considerar que um dos eixos, e, da caixa tem a direcao do vetor

(1)

método nada garante que a orientagao e as dimensoes da caixa sejam adaptadas ao

— f]-(O). O segundo eixo es seria o vetor unitario perpendicular a e;. Neste

segmento f;, porque em segmentos com um ponto de inflexdo o vetor que une os
extremos de f; pode ser proximo a diagonal de uma suposta caixa mais adaptada que
a calculada (vide Figura 3.4). Segmentos de curva sem pontos de inflexao podem usar
adequadamente este método, mas quando o segmento é fechado, o método deixa de

ser adequado. De qualquer forma, um segmento f;, neste trabalho, nunca é fechado.

A segunda forma de determinar os eixos da caixa usa a tendéncia dos pontos
ao longo do segmento da curva (o melhor ajuste). Para isto, deve-se amostrar n
pontos, {p; tr=1...n, regularmente distribuidos sobre o segmento da curva, incluindo
os extremos (vide Figura 3.5). Com estes n pontos amostrados se computa a matriz
de convariancia de pontos. A seguir se determinam os dois autovetores da matriz
de covariancia. Como nas sec¢oes anteriores, a tendéncia da distribuicao dos pontos
da amostra determina a diregao dos autovetores. Estes autovetores serao os eixos da

caixa orientada e adaptada ao segmento de curva.

Considerando a técnica de amostragem, o elemento da fila = e coluna y da matriz
da covariancia para n pontos amostrados é dado por
1 n

n—1;7

=T

(pr — ") (P1, — PY), (3.5)

Opy =
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Figura 3.4: Cairas envolvendo um segmento de curva f;: caiza de linha pontilhada
relativo ao eirxo determinado por extremos do segmento; caira linha continua relativo
ao eixo determinado com melhor ajuste.

onde p = > 7 _; D; ¢ a média dos pontos amostrados.

O valor de n depende do comprimento /; do segmento f;. Para isto, estabelece-se
um comprimento minimo (/,,,;,,) dos segmentos, de modo que se {; for maior que ;.
a amostra é composta por 5 pontos (n = 5) regularmente distribuidos no segmento
[, incluindo os seus extremos. Caso contrario, a amostra é unicamente composta
pelos pontos extremos do segmento (n = 2). Este niimero de amostras permite que a

caixa basica seja elaborada em tempo constante

O comprimento de arco I; de um segmento de curva f(t), com a <t < b, é dado

por

L= 1] (3.6)

Em vista que o segmento de curva é f,(t) para 0 <t < 1, a fungao |f; ()] é a ser

raiz quadrada de uma func¢ao de ordem 4, sendo da forma

1
5|(vt2+wt+r)|

1
= 5\/|'v|2 4+ 2vwtd + 2ur + |wH)2 + 2wt + |7 (3.7)

onde os vetores v, w e r sao expressos em termos dos pontos de controle relativos ao
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segmento f; (como formulados na Segao 2.1), como segue:

v = pjt2— 3P +3p; — P
w = 2pji1—4pj+2pj - (3.8)
r = Pj+1—Pj-1

Para efeitos de expansao e operagao, considera-se cada vetor v,w e r em seus

componentes basicos. Assim,

(vt +wt+7) = (vt +wet+7r.)°+ (v, +w,t+r,)°
= (U o)t + 2000 wa + vy wy )t + (2ve 7o + vy 1) + W + W)t
+2(w, Ty + wy Ty )t + 12 47
= |v]*' + 20wt + 2u.r + |w|*)t? + 2w.rt + |r]?

A integral expressa em (3.6) para a fung¢do (3.7) ndo tem solugdo analitica, por
isso se usard integral aproximada. A quadratura de Gauss [ChaCan85, PrTeVe+92]
fornece uma solugao quase exata, considerando 4 pontos de avaliacao, para o propdsito

deste trabalho.

O comprimento de arco [; deve ser armazenado na estrutura de dados que descreve
a caixa envolvente B; do segmento f;. No calculo de caixas superiores envolvendo

mais de uma caixa inferior, é usado [; como peso de cada caixa basica.

Figura 3.5: Eizo calculado por melhor ajuste com n pontos amostrados.

3.3.2 Caixa ajustada a um segmento de curva

Dados os eixos unitarios e; e e; com origem no ponto médio p dos n pontos amostra-

dos no segmento f;, os lados da caixa sao determinados procurando os pontos sobre
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f; mais afastados das restas definidas pelos eixos.

Os pontos mais afastados de um eixo e,, * = 1,2, sao determinados de forma
que os vetores tangentes do segmento f; nesses pontos sejam paralelos ao eixo e,, ou
perpendicular ao outro eixo e,. Isto é, para determinar os pontos afastados do eixo

e., devem-se calcular os pontos f,(t) tal que

Fi(t).e, = 0. (3.9)

Expandindo a expressao acima, considerando que a derivada de um segmento f;

é de segunda ordem, tem-se

1
fit).e, = 5(1} t*+wt+r).e,
1
= §(v.ey)t2 + (w.e,)t + r.e,.

Resolvendo a equagao de segundo grau, tem-se os valores de ¢,

B —(w.e,) £ \/(w.ey)2 —4(v.e,)(r.e,)
t= oo . (3.10)

Os coeficientes v, w e r sao derivados da expressao da derivada de curvas B-splines

cubicas, tal como em (3.8).

Os valores 0 < t < 1 em (3.10) determinam os pontos pelos quais as arestas
paralelas da caixa vao passar. Nao obstante, teriam que se considerar os casos em
que t pode ter um valor, dois valores, infinitos valores, ou nao exista solugao. As
interpretagdes para estes casos é que, quando existem infinitas solugoes ( para v.e, =
0), o segmento é um pedago de reta perpendicular ao eixo e,. Neste caso, nao existem
pontos mais afastados do eixo e,, mas pode se considerar virtualmente como existindo
pontos afastados minimamente para ambos os lados do segmento. No caso que nao
exista solugao, os extremos do segmento sao os pontos mais afastados do eixo em
analise. No caso de haver uma solugao, o ponto determinado é o mais afastado e
um dos extremos do segmento é o segundo ponto mais afastado. Finalmente, quando

existem duas solugoes, esses dois pontos sao os pontos mais afastados do eixo e,.

Dois pontos mais afastados em relagao ao eixo e; determinam o comprimento de
lado da caixa em direg¢ao do eixo ey, e no outro caso o segundo lado da caixa. O

centréide da caixa que envolve um segmento de curva é recalculado a partir da caixa
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determinada ja que o centréide dado pela média das amostras nao necessariamente

indica o centrdide da caixa.

A caixa basica definida da forma explicada até aqui deve incluir também as per-
turbagoes do respectivo segmento de contorno, para o qual deverd se aumentar a
caixa para os lados em uma tolerancia definida pelas perturbacoes. A definicao de

tolerancia discutem-se nos proximos capitulos.

Os elementos armazenados na estrutura de dados definindo uma caixa basica
devem ser: centroide, os eixos, comprimento dos lados, comprimento do segmento

envolvido, e a tolerancia associada as perturbagoes do segmento.

3.4 Caixa superior a partir das caixas basicas

Nesta secao se formaliza a construgao de uma caixa superior a partir de caixas basicas
adjacentes, deixando para o préximo capitulo a construgao da caixa superior em
multiresolucao devido a que se requer, primeiramente, uma definicao de perturbagoes

em multiresolucao.

Para se construir uma caixa superior B, se requer n segmentos de curva adjacentes,
limitados por caixas minimas relativas a duas caixas superiores adjacentes que vao
ser filhos de B, para se estimar a dispersao destes segmentos. Na estrutura das caixas
estao registrados os dados relativos a seus vértices, seu centrdide e o comprimento de

arco do segmento que envolve.

A matriz de covariancia dos centréides das caixas minimas que envolvem segmen-
tos do contorno fornece uma medida de sua dispersao. Para melhores resultados,
cada centréide deve ser tomado com peso, proporcional a importancia da caixa cor-
respondente. Podem ser adotados, por exemplo, a area da caixa ou o comprimento
do segmento correspondente. Desta forma evita-se a influéncia de uma concentragao
de segmentos pequenos em um setor do contorno, para uma orientagao da caixa mais

adaptada aos segmentos.

Seja p, o centrdide da caixa minima B;, e seja [; o comprimento de arco de cada

segmento basico. A média dos n segmentos é dado por

1 n
p=72 lip; (3.11)
=1
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onde

O elemento o,,, que é o elemento da linha z e coluna y da matriz de covariancia

o, é calculado, neste caso, como

L& LT x ( 1
i=1

A matriz de covariancia desses n pontos é
o= T, (3.13)

cujo calculo € linear para n dados.

Com a matriz de covariancia sao facilmente calculados os eixos da caixa desejada,

com os procedimentos dados na Segao 3.2.

Determinacao da caixa superior ajustada ao contorno

Dados os eixos e € e,, se calcula o lado paralelo ao eixo e; e o lado paralelo ao eixo

e, da nova caixa B.

Se considera que o ponto médio g nem sempre vai constituir o centréide de B,
mas se usara como origem das retas perpendiculares geradas por e; e es, sobre os
quais se projetarao os vértices das caixas minimas, para determinar a distancia dos

pontos mais afastados da respectiva reta.

Dados os vértices {v;};=1.. 4, de n caixas minimas, as distancias dos pontos mais

afastados da reta gerada por e,, para ambos os lados, sao determinadas por

I, = min {I!}im1 an e IJ = max {I!}im1 an
onde
I\ = (v;—p).e,, parai=1, .. 4n.
O lado I, de B é calculado como [, = [ — [ . Para os dois eixos, variando

x = 1,2, sao determinados os dois lados de B, com os quais fica definida a nova caixa.

Os quatro vértices de B sao calculados combinando os quatro vetores que saim da
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origem p, I{.ey,l;.eq,l5.€; e [;.e;. Com estes elementos se recalculam o centréide

exato da caixa B.

Como se verd, a definicao de uma caixa ajustada ao segmento do contorno com-
posto por n segmentos bdsicos é feita em tempo linear O(n), e a determinagao dos

eixos também é linear, por isto uma caixa superior é feita em tempo linear.

3.5 Arvore binaria de caixas envolventes

O método para a representacao hierarquica das caixas, usado neste trabalho, é conhe-
cido como método de geragao da arvore em forma Bottom-Up. Pode-se considerar o
método Top-Down, mas seria dificil controlar a adjacéncia dos segmentos do contorno

de um objeto complexo.

Uma vez construidas as caixas basicas, como descritos na segao anterior, sao cons-
truidas as caixas superiores com base nas caixas basicas, de forma que cada caixa
superior contenha elementos contidos nas duas caixas inferiores, mas nao as duas cai-
xas. Desta forma, se constréi, em forma Bottom-Up, a arvore. A Figura 3.6 ilustra

oito niveis de caixas envolvendo segmentos de um objeto com 256 pontos de controle.

Os elementos envolvidos por caixas superiores, vistas até este se¢ao, sao os seg-
mentos basico do contorno. Existem outros elementos que definem a caracteristica
complexa do contorno que devem ser incluidos na caixa, tais como perturbagoes do
segmento de curvas basicas, os que sao tratados no préximo capitulo. Mas a filosofia

de construgao da arvore binaria é tnica.

A estrutura para representar a arvore de caixas orientadas deve ser capaz de
indicar a raiz da arvore, para comparagao por interferéncia em forma hierarquica, e
também permitir percorrer caixas de um dado nivel, para verificacao do estado de

caixas adjacentes.
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ST

nivel 0 nivel 1

nivel 2 nivel 8

nivel 5

nivel 6

Figura 3.6: Caizas orientadas hierdrquicas envolvendo segmentos do contorno de um
objeto de 64 pontos de controle.



Capitulo 4

Analise de perturbacoes

Os contornos dos objetos definidos no Capitulo2 podem apresentar perturbagoes ir-
regulares como produto da distribui¢gao nao uniforme de seus pontos de controle, de
tal forma a definir os detalhes que sao comuns nos objetos do mundo real. Com este
critério, Zorin et al. [ZoSchSw97]| abordam a representagao de objetos de geometria
complexa em 3D, usando malhas triangulares em multiresolugao baseada no esquema
de subdivisao de Loop [Loop94], combinado com o algoritmo de suavizagao de Taubin
[Taubin95]. Zorin et al. usam a representagao de malha poligonal em que os pontos
de controle sao os vértices dos elementos da malha, e os detalhes sao dados pela di-
ferenca dos vértices de um nivel refinado para seu nivel inferior. Esses detalhes sao
tratados como vetores orientados em relagao a seus sistemas de coordenadas locais.
As operagoes nos objetos em multiresolu¢ao, sao dadas sobre os pontos de controle
(vértices), ficando os vetores de detalhe inalterdveis. A orientagdo em coordenada
local de cada vetor de detalhe é armazenada, no processo de andlise, nas estruturas
relativas aos vértices. No processo de sintese sao recomputados os vetores de deta-
lhe de coordenada local ao sistema do objeto, para serem adicionados nos vértices

correspondentes.

’

Critério andlogo a abordado por Zorin et al. é enfocado neste trabalho, para a
operagao de detalhes que vao definir as perturbagoes dos objetos, mas considerando
que os detalhes sobre uma superficie se dao a nivel de curvas e nao a nivel de seus

pontos de controle, porque eles nao necessariamente estao sobre o contorno em analise.

Neste capitulo, é analisado o comportamento dos coeficientes de detalhe que defi-

54
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nem as curvas de diferenca entre um nivel dado e seu inferior. Esses elementos serao
utilizados para definir os elementos de perturbagao da superficie. Finalmente, enfoca-
se a construcao de caixas envolventes dos elementos da superficie em multiresolucao,

por um processo de aumento de caixa.

4.1 Detalhes do contorno em multiresolucao

Considere um contorno f’, com coeficientes de escala C7 e detalhe D7. Aplicando
o processo de reconstrucao de nivel j para sua representacao no nivel 57 + 1, sem
considerar a adi¢do de detalhes (como se fosse um processo de refinamento, Se¢ao

2.2.5), o contorno resultante de nivel j + 1 (7j+1) é o mesmo contorno de j. O

contorno obtido é a projecio de f7 sobre o espaco de nivel j + 1,
—7+1 . j
[ =projialt’,

o que é equivalente a se estabelecer

r=r

A diferenca entre as duas representagoes de um mesmo contorno é que Tﬁ_l tem
o mesmo numero de pontos de controle que o contorno refinado f/*!, enquanto f’
tem menor niimero de pontos de controle. Assim, os segmentos que faltam a f/ para
ser f7*1 sdo os detalhes do nivel j reconstruidos (g’*!), o que simplesmente pode
ser a diferenga aritmética entre estes dois contornos, segundo o método seguido em
[Z0SchSw97], j& que tem-se os mesmos elementos de controle em ambos os niveis,
e ambos os contornos estao no mesmo espago para se operar. Entao a diferenca

aritmética entre a curva do nivel j 4+ 1 e seu equivalente no nivel j é

Gt = fitt 71+1

?

a qual é equivalente & operacao de projecao da curva de detalhe ¢’ obtida com os
elementos de D7, como

—jt1

g = proj; g’

’

E necessario que os elementos de ambos os niveis estejam no mesmo espago para
serem operados, j4 que nao é possivel fazer operagoes aritméticas ou comparagoes

com elementos de niveis diferentes.
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Uma vez que os detalhes estao em relagao a versao refinada, j 4+ 1, é possivel
recalcular as suas coordenadas locais em relagao a cada ponto de controle. A orien-
tagao desses vetores de detalhe permitirao computar a magnitude de perturbagao do

contorno f/, vide Figura 4.1.

Seguindo as dedugoes de convolugao, cada coeficiente C/*! é gerado a partir dos

coeficientes C? e D’ de forma geral (2.29), como

C{+1 - Z h7‘72kcg- + Zgr72sd¥-
k K]
= @ttt (4.1)
A fungdo f/t! é imediatamente obtida a partir dos coeficientes em (4.1). Os 277!

segmentos de curva sao obtidos, para o caso de bases B-splines cibicas, de acordo

com (2.4). Ent3o, um segmento r de uma curva do nivel j + 1 é dado por

A
j+1 Y ot
fI@) = N(t) 1
r+1
e
CAE RN
T R "
dil + dh
_j —j+1
P+ A,
y i
che 70
_ o+l B a]'H
= N@t)| ", | +NO| 2
Ciil df"-‘rl
! !
L ~r+2 r+2
= A0 +gt). (4.2)

Com os resultados de (4.2), pode-se, claramente, ver que a fungao diferenca entre

os niveis 7 + 1 e j obtém-se diretamente dos detalhes convoluidos com os detalhes de
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nivel 5. Dai que a fun¢ao de detalhe do nivel j é dada por

—j+1
dr—l
aj—&-l

70 = i) | (1.3
r+1
1
a7,

A expressao (4.2), cujo segundo termo pode ser calculado como (4.3), é equivalente a

se formular

gt = F) - 7L ). (4.4)

Em vista de que as funcdes f/ e fﬁl se referem a um mesmo contorno, onde
f7 é dado por 2/ segmentos de curva, enquanto 7’”1 é dada por 2/*! segmentos, a
correspondéncia entre os elementos destes dois niveis é dado, como explicado na Segao
2.3, onde se introduziu o critério de convergéncia entre os elementos de dois niveis de

resolugoes adjacentes (j e j + 1), como

sintese
j +1 i1
fi —— B UL (4.5)

Os pontos de controle relativos a estes segmentos sao correspondentes.

O processo de sintese sem considerar os detalhes, para se obter as expressoes acima
deduzidas, sera chamado de sintese-escala, onde os pontos de controle também sao

correspondentes.

sintese-escala +1 -
j —j =i
fi for U fopi (4.6)

Mesmo critério é considerado para os casos de detalhe entre esses dois niveis, cujo

processo sera chamado sintese-detalhe.

sintese-detalhe
‘ —j+1 | =j+1
9 Jor. Y Toi1- (4.7)

Com os critérios seguidos até aqui, pode-se dizer que as perturbagoes sobre o

contorno f? sao dadas pelo comportamento da fungao ¢’, que é equivalente a expressao

1 i+l i+l
gg = QJQL U 91214-1 (4-8)
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Pontos de controle da curva

O refinada
i1 i1 = Pontos de controle da curva
c c ;
2k 202 O refinada sem detalhes

Pontos de controle da curva
grosseira

Figura 4.1: Relagdo dos elementos de curvas fi+! e 7”1.
4.1.1 Perturbacoes de um contorno

Se define como perturbagdes de um contorno f’ ao contorno de detalhe ¢’ que é a
diferenca entre f’*1 e f7. Neste caso, as perturbagoes de um segmento f,f sao dadas
pela fungio g, definida por (4.8). A Figura 4.2(a) mostra a sobreposicio de contornos
/7, mais lisa, e f/*! com perturbagdes em relagdo a f’. A Figura 4.2(b) mostra a
fungio de perturbagdes em todo o contorno de 7/, mapeada em todo o dominio (2/11)

linear, representando o contorno f/ como uma linha reta.

Na realidade, o contorno f/ representa a média das perturbagoes em relagao ao

fi*1 segundo a geragdo de multiresolucdo adotada.

As perturbacoes sao geradas diretamente a partir dos coeficientes de detalhe re-
construidos, 8”1, segundo (4.3), para todo os segmentos do contorno. Como atte
um vetor, este serd associado a um sistema de coordenadas local, tal como usados no
processo de decomposi¢ao em multiresolugao da curva, s que neste caso, é convenien-
te que o sistema de coordenada local de cada E’ZH seja formado pelas retas tangente
e normal do curva 7’”1 no ponto inicial do segmento r, ja que um ponto de controle,
¢/t corresponde a um extremo inicial do segmento ?ﬁl, e que ¢/ corresponde ao

ponto inicial de f/*1, segundo (4.2), (vide Figura 4.3). O lema a seguir formaliza a

N —j+1 .
correspondéncia entre os elemntos de f,. e f/T1,

—/+1 ; .
Lema 4.1 Um segmento f,  converge em fIT1 e vice-versa.
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Figura 4.2: Perturbagdes de contorno de um objeto: (a) sobreposicio de duas reso-
lucées adjacentes de um contorno; (b) fungdo de perturbagio do contorno de menor
resolugao.

Prova: Seja um parametro real 0 < s < 1, tal que define um outro segmento f=7+1

s 7

segundo (4.2), como

—j+1 7+1
AR d,

—.7+1 df‘l'l
FH=N(@) +5 ara 0 < s <1
rs CJ d]-|—1 y P = = &

r+1 r+1

—5j+1

CZ«+9 d1 12

Como 0 < s < 1, o limite pela esquerda da funcao é bem definido, sendo

lim fITH(E) = fI74(8).

Assim, variando s de 0 para 1, obtem-se uma familia de contornos que va de

P f7+1( t) para fitl = f7+1( t). Por tanto, T'Z;H(t) converge em f/*1(t). Mesmo

/i
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e A 4 —j+1 .
critério é usado para a convergéncia de f/*1(¢) em f.7 (), variando s de 1 para 0.

%

Para formalizar a correspondéncia linear entre os elementos de segmentos de niveis

adjacentes, se apresenta o teorema a seguir.
Teorema 4.1 U to fi ity it
. m segmento f! converge em f3, i1 -

Prova: A prova do teorema é inmediata usando-se o lema anterior, ja que um segmen-

, il it —i+1
to é, segundo (4.5), fI = f5, U fg,,1. Pelo Lema 4.1, o segmento f,,  converge em
i1l i+l j+1 j j+1 j+1
5 e f,.1 converge em f37);. Portanto, um segmento fJ converge em f3, U f37;.

; _ =i+l e R
Como c{,"’l = c{,"’l +d.  é um ponto no espago, entao d,  é um vetor que tem

sentido representativo no espaco, como mostrados na Figura 4.2(a) e Figura 4.3.

Figura 4.3: Defini¢cdo de um sistema de coordenadas para E’ZH.
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4.2 Incorporacao de perturbacoes nas caixas en-

volventes

As caixas hieradrquicas em cada nivel devem envolver os segmentos de contorno do
objeto desse nivel e suas perturbagoes, ja que o objetivo é analisar as interferéncias

entre fronteras de objetos em forma graduada, controlando seus niveis de detalhe.

Com o enfoque seguido na construgao de caixas envolventes do capitulo anterior,
somente se logra cobrir por caixas hierarquicas os pedagos do contorno refinado, f".
Em muitos casos, os pedagos de niveis inferiores, f/, nao sao cobertos pelas caixas

respectivas.

Uma representacao de caixas envolvendo segmentos de cada nivel de resolugao e
suas pertubacoes relativas permitirao uma andalise efectiva de interferéncia por niveis

dos objetos, ja que se preserva em cada caixa as perturbagoes respectivas.

Uma caixa envolvendo um segmento de nivel de resolugao, f/, ndo somente envol-
vera as pertubagoes deste nivel, mas necessariamente deve envolver todas as pertur-
bagoes de niveis mais refinados que convergem neste segmento. Como um segmento f/
pode ter perturbagdes g/ préximas a zero, mas as perturbagoes dessas perturbagoes,
g/™!, podem ser mais pronunciadas que as da anterior. Neste sentido, é conveniente
incluir em cada caixa envolvendo f/ as perturbagdes de niveis mais refinadas conver-

gentes neste segmento.

O método para incluir um segemento f/ e as pertubagoes refinadas em uma caixa
consiste em, dada uma caixa, aumenti-la minimamente para os lados de forma que
envolva o segmento f/ e suas perturbagoes refinadas. Aumentar uma caixa nao implica

modificar seus eixos; eles ficam constantes, o que varia sao os lados e o centro da caixa.

Um critério trivial para aumentar a caixa envolvente é: dados os eixos de uma
caixa, projetar todas as pertubagoes relativas ao segmento f/ sobre os eixos; depois,

recalcular as dimensoes da caixa com as projegoes que escapam da caixa.

O critério trivial para aumentar as caixas é trabalhoso, porque por cada caixa,
em cada nivel, ter-se-ia que calcular as projecoes das perturbagoes e segmentos. Feli-
zmente, na transformagao de wavelet prevalecem as médias. Assim, a representagao

do contorno no nivel j é a média de seu equivalente refinado em j + 1. Este principio
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val facilitar o trabalho de aumentar uma caixa envolvente.

Teorema 4.2 Uma caiza envolvendo um segmento de f/ e segmentos relativos de f"

também envolve as perturbacdes superiores a j.

Prova: Analisando os elementos de multiresolugao do objeto, o contorno f’/ é uma
média de suas perturbagdes. O contorno f/*! oscila em torno de f’ dependendo

1. : n
; assim, f

das perturbacdes g’. Nos niveis mais refinados, f*~! é a média de ¢~
oscila em torno de f"~!. As caixas envolvendo segmentos de f"~! envolvem f". As
caixas envolvendo f"~2 devem envolver f*~! e f", isto implica que caixas envolvendo
"2 e f envolvem também f"~!. Este critério é aplicado, em geral, para qualquer
resolucio; as caixas envolvendo f/ e f envolvem as perturbacoes de niveis superiores
¢

A Figura 4.4 ilustra um exemplo de uma caixa incluindo um segmento de f 3

com suas perturbagoes refinadas.

Figura 4.4: Caiza aumentada envolvendo segmento "3 e suas perturbagées refinadas
relativas.
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Neste trabalho implementaram-se duas abordagens para aumentar caixas. Uma
primeira é caiza de caizas bdsicas, que consiste em se calcular a caixa inicial como
formulado no capitulo anterior, depois incluir o segmento de resolugao relativo a cai-
xa. Os resultados desta primeira abordagem sio mostrados na primeira coluna (a)
da Figura 4.6. Uma segunda abordagem ¢é criar as caixas envolvendo segmentos em
multiresolucao depois aumenta-as. Determinar uma caixa envolvente como sendo a
caixa béasica do segmento f/, aproveitando a resolugio do segmento. Esta caixa é au-
mentada de forma que as caixas bésicas relativas a este segmento estejam contidas na

caixa recalculada. Os resultados deste segundo enfoque sao apresentados na segunda

coluna (b) da Figura 4.6.

Dos dois métodos utilizados para criar caixas envolvendo segmentos de superficie
f? e suas perturbagdes mais refinadas, o mais natural é o segundo; que determina
a orientagao da caixa envolvente pelo comportamento do segmento f/. Segundo
a Figura 4.6, a segunda coluna (b) mostra que as caixas sdo mais adaptadas aos
segmentos correspondentes em cada resolu¢ao que as calculadas pelo primeiro método.
Outra caracteristica que se observa, nestas caixas envolventes, é que, na maioria das
vezes, as caixas respectivas sao menores do que as caixas similares construidas pelo
outro método. De fato, ao se computarem as areas totais das caixas em cada nivel
de resolugao, verifica-se que, na maior parte dos casos, as areas resultaram menores

do que as do primeiro método.

Preservacao de rugosidade do contorno refinado

O contorno mais refinado, f", ainda tem perturbagoes superiores. KEssas pertur-
bagoes, como qualquer perturbacao mais refinada, podem ser incluidas nas caixas
basicas. Mas existe um limite de operacoes e transformagoes de elementos do contor-
no mas refinados, assim como existe limite para decomposi¢ao em versoes inferiores.
As perturbacoes mais refinadas de f" definem as rugosidades da superficie refinada.
Estas rugosidades sao aproximadas via parametros estatisticos, para evitar o uso ex-
cessivo de recursos computacionais, principalmente o espago de armazenamento de

coeficientes mais refinado demandam.

Como introduzida na Segao 2.4 e tratadas em detalhe no Capitulo 5, as pertur-

bacoes do contorno refinado é equivalente a uma distribuicao de vetores aleatoérios
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independentes N (0, c%). Como o contorno nio necessariamente é homogéneo, se con-
sidera a perturbagao de cada segmento aproximadamente homogénea. Assim, para

cada segmento de nivel refinado existe uma distribuicao de variancia o2.

A variancia de uma distribuicao normal estd associada a um intervalo de con-
fianga, estatisticamente falando. O intervalo de confianca, nomeado neste trabalho
como tolerancia, indica que um ndamero maior de perturbagoes representativas este-
jam dentro dele. As tolerancias de nivel refinado serao associadas a cada caixa basica;

por tanto, elas devem aumentar a caixa bdsica em seu valor respectivo.

Pode-se imaginar cada segmento basico como tendo espessura igual a duas vezes
o valor da tolerancia; portanto, este segmento espesso deve estar completamento in-
cluido na caixa basica. Para tal, se adicionara o tamanho de tolerancia correspondente

ao segmento basico nos pontos tangentes as arestas da caixa basica.

Logicamente, nao é possivel idealizar-se o contorno refinado com blocos de rugo-
sidades constantes. Mas para efeitos de determinacao de aproximacoes ou contatos
entre os objetos, a tolerancia concebida desta forma faz um papel importante. Ja
na etapa de tratamento de contatos, as tolerancias definem uma distribuigao nao ho-
mogeénea de rugosidade no contorno de cada intervalo, dependendo das tolerancias

dos segmentos vizinhos (detalhes no Capitulo 5).

As tolerancias de caixas superiores podem ser herdadas a partir das tolerancias de
suas respectivas folhas basicas podendo adotar-se a média, a menor, ou a maior das
tolerancias das caixas basicas que estao sendo incluidas nesta caixa superior. Essas
tolerancias vao depender do nivel de tratamento de contatos, ja que estes podem

demandar como sendo contatos entre objetos de forma superficial ou aproximada.

4.3 Avaliacao de construccao de MOBBtree

A construgao de todos os MOBBtrees, uma para cada objeto da cena, é feita em uma
etapa de pre-processamento; ou seja, antes de iniciar com a iteragao de animagao.
Antes de construir a arvore relativa a um objeto, deverao ser geradas as representacoes
em multiresolucoes do objeto via a transformada de wavelet. Com a ajuda dessas
resolugoes, deve-se construir a respectiva MOBBtree. Assim, a estrutura de dados

descrevendo um objeto inclui um apontador para a estrutura do MOBBtree relativo
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ao objeto.

Para calcular o ntiimero ¢ de caixas de uma arvore que vai demandar um objeto
de n = 2 segmentos, se parte do fato que o processo bottom-up de criacdo da arvore
executa n/2’ iteragdes para construir todas as caixas do nivel j. Assim, o nivel da
folha terd n iteragoes, o segundo nivel terd n/2 iteragdes, etc. Considerando que cada
caixa € construida em tempo constante, a constru¢ao de uma arvore € feita em tempo
linear, O(n), jd que o nimero de caixas de uma arvore é dado por
n

c=n
2 4

n
+ ...+ =
n

c=2n — 1.

Os quadros mostrados na Figura 4.5 indicam o comportamento das construgoes
das arvores com respeito ao tempo, em segundos. Os processos de medigao de tempo
foram feitos na estagao Sun SPARCstation 20 com Solaris, sendo o tempo tomado o
minimo dos tempos de varias repetigcoes da cada caso para minimizar o tempo adicio-
nal devido & execugdo de outros processos. A Figura 4.5 (a) mostra o comportamento
linear na construgao de arvores de objetos de multiplos de 32 segmentos. Assim, o
primeiro ponto corresponde a um objeto de 32 segmentos, o segundo a um objeto de
64 segmentos, etc. A Figura 4.5(b) mostra o comportamento linear de construcgao
de arvores variando o nimero de objetos de 256 segmentos cada um, onde o primeiro
ponto corresponde a construc¢ao das arvores de dois objetos, o segundo de trés obje-
tos, e o altimo a doze objetos. Com essas tendéncias pode-se ter uma idéia de quanto

demoraria a construgao de uma arvore, por exemplo, de 4096 segmentos.



4.3. Avaliacao de construcgao de MOBBtree 66

Constru¢io da arvore
45
4
=
35 = —
g 3 =
T 25 1
£ -
o 2 =
[-1] 15 LT
w -1 =
-
0s ]
] e ol
L e R o e R Y = I i e N e R o s N e o« w I R e R e I Qe e ]
Ln e R T Y N o el Bl o L o o IO e T R~ o R s s o ! IV o R w -
ToSmes e eS8 e o o RHRTTREEEEE22E
segmentos
(a)
Construgio das arvores
7
B _,_,_,—'-""A'
@ S ]
T4 ﬁf—*"’fd
;?3 - r_'___,_,_-—'-“
I Ar“"ﬂf‘
"
1
0
z 3 4 5 3 7 g 3 10 1 12
ohjetos

(b)

Figura 4.5: Construcg¢io de MOBBtree em segundos: (a) um objeto com numero de
segmentos varidvel; (b) objetos de 256 segmentos cada um.



4.3. Avaliacao de construcgao de MOBBtree

(a-1) caizas bdsicas (b-1) caizas bdsicas

(nivel 8)

(b-2) drea das caizas 877.592

(nivel 7)

_ Vs

~ 2
(a-3) drea das cairas 2461.882 (b-3) drea das caizas 2404.968
(nivel 6)

67
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— —
(a-4) drea das caizas 3595.044 (b-4) drea das caizas 3852.326
(nivel 5)
(a-5) drea das caizas 5302.826 (b-5) drea das caizas 5422.778
(nivel 4)
(a-6) drea das caizas 10161.296 (b-6) drea das caizas 9466.018
(nivel 3)

Figura 4.6: Geracao de caizas envolventes de segmentos de curvas em multiresoluc¢ao.



Capitulo 5

Relacao entre as perturbacoes e as

tolerancias

Uma vez que duas caixas orientadas, B’ e BZ, relativas aos contornos em uma de-
terminada resolugao dos objetos, estejam se interpenetrando, determinam-se as trés
situagoes em que os objetos, neste segmento, podem estar: contato, interpenetrados
ou separados. Essas trés situagoes sao determinadas por meio da verificagao analitica
de interferéncias dos respectivos contornos, considerando-se um pequeno intervalo
entre os segmentos dos contornos. A Figura 5.1 mostra as possiveis situagoes que po-
dem assumir dois segmentos de contornos com seus respectivos intervalos, chamados

intervalos de tolerancia.

Os objetos podem possuir contornos irregulares, por isto cada segmento pode ter
uma média de aspereza diferente das demais. Neste sentido, é necessario associar o
grau de perturbagoes de cada segmento a um intervalo de tolerancia, que deve ser

incluido nas respectivas caixas envolventes.

Um objeto de geometria arbitraria considerado em uma determinada resolugao,
como explicado no capitulo anterior, possui perturbacgoes constituidas pelas versoes
superiores, as quais devem ser levadas em conta para definir as tolerancias na reso-
lugao respectiva. Neste capitulo se definem as tolerancias associadas a cada segmento,
em cada resolugao em que pode ser expresso um objeto, que sao associadas as per-
turbagoes de seus respectivos contornos, o que sera util na analise de contatos dos

objetos em animagao.

69
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int. de B

int. deB int. de B

int. de A

int. de A int. de A

@ (b) (©)

Figura 5.1: Situacdes entre dois objetos: (a) contato entre A e B; (c) A e B interpe-
netrados; (b) A e B separados.

5.1 Intervalos de tolerancia

Se o contorno f, expressa em uma determinada resolucao, tivesse uma perturbagao
uniforme em toda sua extensao, estabelecer-se-ia uma tolerancia constante em torno
dela, para sua comparagao de proximidades com outros objetos, ja que, na pratica, nao
existe um contato tangencial exato entre dois contornos. Deste modo, considerar uma
tolerancia em torno de cada contorno é importante na verificagao de interferéncias e,

particularmente, na deteccao de contatos.

No mundo real, nem todos os objetos tém superficies absolutamente lisas; sem-
pre possuem perturbacoes nao homogéneas que definem as rugosidades em suas su-
perficies. A Figura 5.2, tomada de [HallResn67], mostra um exemplo de como um
contorno, considerado finamente polido, possui irregularidades. Entao, considerar
que a superficie dos objetos, em animagoes envolvendo dinamica, é perfeitamente

lisa, constitue uma limitagao que pode afetar seus comportamentos.

Um contorno com perturbagoes irregulares pode ser localmente aproximada para
um contorno com certo grau de rugosidade ocorrendo dentro de um intervalo de
tolerancia. Assim, é possivel encontrar-se, em alguns segmentos do contorno, valores
pequenos de tolerancia, e, em outros segmentos, apresentarem-se maiores magnitudes

de tolerancia.

O intervalo de tolerancia, considerado neste trabalho, vai manter uma simetria
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Figura 5.2: Vista ampliada de uma se¢do de aco finamente polida. FEsta imagem
aparece no texto Physics, Holliday € Resnick, 1967.

entre o limite exterior e interior da tolerancia com relacao ao contorno f. KEsta
suposicao ocorre porque f é a média de um outro contorno refinado f*!, relacio
definida pela transformada wavelet discutida no Capitulo 2. O contorno f*! é a
média de f*2, caso houver, e é a perturbacio de f*! e de f. Em geral, denota-se
por f o contorno de referéncia em um nivel de resolugao arbitrario que corresponde

a média de suas perturbagoes f.

Caso nao existam perturbagoes sobre um segmento do contorno, considera-se um
intervalo minimo de tolerancia (Figura 5.3(a)). Caso exista, a tolerancia é definida
pelas respectivas pertubagoes. As perturbagoes, sobre um pedago de contorno, podem
ter comportamentos constantes ou variados (Figura 5.3(b) e (c) respectivamente), que

definem tolerancias fixas ou variadas, respectivamente.

5.1.1 Enfoque estatistico de intervalo de tolerancia

Determinar o intervalo de tolerancia em torno de f a partir de suas perturbagoes
nao é nada simples. Os estimadores estatisticos servem como uma ferramenta para
determinar esse intervalo a partir das perturbagoes, de modo a criar um espago de
tolerancia em torno de f, onde exista uma maior ocorréncia de perturbagoes. Podem
existir algumas poucas perturbacoes saindo dessa tolerancia, de modo que elas nao
serao significativas. Em vista da simetria das perturbagoes em relagao a f, para

efeitos de célculo, o intervalo de tolerancia é representado por uma tolerancia A > 0
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Figura 5.3: Casos possiveis para o engrossamento de um segmento de contorno: (a)
sem perturbacdo; (b) perturbacdo quase constante; (c) perturbagdo variada.

para a distancia em relagao a f.

Do ponto de vista estatistico, o intervalo de tolerancia, conceituado por Donoho e
Johnstone [DonoJohn94] e Abramovich e Benjamini [AbraBenj96]| para a estimagao
de curvas nao paramétricas a partir de outra contaminada por ruidos, é relacionado
ao teste de hipdtese, onde se valida se cada elemento da amostra esta suficientemente
préximo a um valor pequeno (quase zero) ou ndo. Na estimagdo de curvas, o principio
é a poda dos elementos que caem dentro do intervalo de tolerancia, com os segmentos
externos se definem os atributos da curva. Critério similar acontece na compressao

de imagens com wavelets [StDeSa96, FerPer96, Sweldens96].

Na abordagem de Donoho e Johnstone, os n elementos da amostra sao os coefi-
cientes de wavelet da curva com ruidos que sao usados para se computar a variancia o
que se relaciona com o valor da tolerancia A pela formulagao da tolerancia universal,

proposta por eles, como

v2logn
—F— 0
Voo

A formulacao de tolerancia universal é parecida com a expressao de “intervalo de

Aun = (5.1)

confianga” [JohnWich92] que tem a forma
A = qo, (5.2)

para 0.0 < ¢ < 1.0. Quando ¢ se apréxima de 1.0, uma maior porgao dos n valores
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amostrados caem dentro do intervalo definido. Um comportamento analogo acontece
4/ 2logn , ~

com ~——— quando n é pequeno, nao para valores grandes de n. Neste trabalho,

obtou-se por considerar (5.2), com ¢ = 0.95, para relacionar A com o, para qualquer

n.

5.2 Tolerancias de segmentos de contorno refinado

Chama-se de contorno refinado ao contorno f de maxima resolugao expressa geome-
tricamente. As supostas resolucoes superiores f podem ser aproximadas procedu-
ralmente, inserindo pontos de controle, como visto no Capitulo 2, mas isso implica
em maiores espacos de memoria para seu armazenamento. Outra abordagem, ado-
tada neste trabalho, é considerar que essas supostas resolugoes superiores, definindo
perturbagoes do contorno refinado, ocorrem com maior probabilidade dentro de um

intervalo de tolerancia, simulando rugosidades homogéneas.

Para se aproximar as perturbagoes irregulares do contorno refinado, considera-se
que as tolerancias ocorrem para cada segmento do contorno. Supoe-se que, sobre o
segmento, ocorrem rugosidades homogéneas, mas que podem sofrer uma pequena va-
riagao influenciada pelos comportamentos das rugosidades dos segmentos adjacentes.
Com este critério, se associa um valor de intervalo de tolerancia A; a cada segmento

fj- Assim, o contorno refinado dos objetos terd uma variedade de tolerancias.

A forma de distribucao de tolerancias sobre f pode ser dada aleatoriamente ou
por uma fungao definida a partir de uma biblioteca de tolerancias estabelecida pelo
usuario. A biblioteca de tolerancias, criada para testes neste trabalho, considera m
valores \; (por conveniéncia toma-se m = 4) tal como apresentados na Figura 5.4,
que devem ser atribuidos a cada segmento basico do contorno refinado do objeto. Um
exemplo da funcao de distribuigao estabelecida pode ser: distribua A; da biblioteca de
tolerancias tipo_r em cada k segmentos adjacentes (k pode ser gerado por uma fungao
definida ou pode ser uma constante externa). A Figura 5.5 mostra, como exemplo, o
quadro de distribugao de tolerancia tipo_3 e tipo_5 da biblioteca nos contornos de 32
e 128 segmentos, respectivamente. Na Figura 5.7(b), o objeto esquerdo de geometria
arbitraria, tem perturbacgoes geradas com tolerancias tipo_3 e a esfera, lado direito,
tem perturbagoes geradas com tolerancias tipo_5. A Figura 5.6 ilustra graficamente

um tipo de distribuicao de tolerancias de tipo_3 da Figura 5.5, onde cada barra é



5.2. Tolerancias de segmentos de contorno refinado 74

relacionada com o valor da tolerancia atribuida a um segmento.

000 : 000 @ 000 @ 000 tipo_0
A
‘ 013 ‘ 0.13 ‘ 0.13 ‘ 0.13 ‘ tipo_1
A
tipo_2

tipo_3

032 | 0.24 0.20 0.24

054 | 0.0041| 064 | 0.0041 tipo_5

Figura 5.4: Fxemplo de biblioteca de quatro tipos de tolerancias.

Geracao de perturbagoes no contorno

Para visualizagao de contornos refinado com rugosidades é necessario gerar aleatoria-
mente as perturbagoes baseada nas tolerancias, e distribui-las sobre cada segmento
do contorno. Os n valores que definem as perturbagoes sao os vetores perpendiculares
a certos pontos, uniformemente distribuidos, sobre o contorno refinado do objeto. A
normal da tangente no ponto dado define a diregao do vetor e a magnitude é fornecida
pelo gerador de valores aleatérios N(0,0?). O parametro o é obtido da expressao de
intervalos de confianca (5.2), j4 que é conhecido o valor de A para cada segmento.
Este processo nao afeta o comportamento dos objetos em animacao, ja que explicitar

as rugosidades do contorno dos objetos afeta somente a visualizagao.

A parte (a) da Figura 5.7 mostra os objetos com contornos refinados sem pertur-
bagoes, (b) mostra os objetos com as perturbacées geradas usando-se a biblioteca de

~ . . . . o~ 1/ 4. . 9 -~
tolerancias e a distribui¢ao probabilistica aleatoria N(0,c*) com n perturbagoes em
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seqgmentos | tipo 3 | tipo_d
0 0.32 0.55
1 0.24 0.55
2 0.20 0.55
3 0.24 0.55
4 0.32 0.04
5 0.24 0.04
6 0.20 0.04
7 0.24 0.04
8 0.32 0.65
9 0.24 0.65
10 0.20 0.65
11 0.24 0.65
12 0.32 0.04
13 0.24 0.04
14 0.20 0.04
15 0.24 0.04
16 0.32 0.55
17 0.24 0.55
18 0.20 0.55
19 0.24 0.55
20 0.32 0.04
21 0.24 0.04
22 0.20 0.04
23 0.24 0.04
24 0.32 0.65
25 0.24 0.65
26 0.20 0.65
27 0.24 0.65
28 0.32 0.04
29 0.24 0.04
30 0.20 0.04
31 0.24 0.04
127 — 0.04

Figura 5.5: Fzemplo de um tipo de distribugdo de tolerancias da biblioteca em um
contorno de 32 e 128 segmentos, respectivamente.

cada segmento do contorno. As n perturbagoes distribuidas sobre um segmento f;

sao computadas pelo gerador de valores aleatérios Gaussianos, [PrTeVe+92).

5.3 Tolerancia em multiresolucao

A andlise de contatos pode ser feita em uma resolucao superior que nao seja a refinada
do objeto. Nesta situagao, as tolerancias devem ser computadas diretamente a partir
das perturbagoes do contorno deste nivel, porque tem-se a informagao da descrigao

geométrica do objeto.

Pode-se considerar como contorno em anélise o objeto limitado por uma versao
menos refinado do contorno, como f"~!: neste caso, as perturbacoes definindo a
tolerancia de cada segmento desse contorno sao definidas pelos elementos de detalhe
correspondentes a essa resolugao. A Figura 5.8 mostra a versao refinada de um
objeto irregular de 128 segmentos, suas representagoes na resolugao imediata inferior

e o detalhe que define sua perturbacao.
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Segmentos

Tolerancias

Figura 5.6: Fzxemplo de distribuicdo de tolerancias tipo_3, com uma func¢do de distri-
buicao, sobre um contorno de 32 segmentos.

N ()

Figura 5.7: Dois objetos definidos: (a) sem mostrar detalhe de aspereca de seus con-
tornos; (b) mostrando asperecas de seus contornos sequndo a biblioteca de tolerdincias.

Os intervalos de tolerancias associados a cada segmento de um contorno em multi-
resolugao podem ser computados diretamente dos coeficientes de wavelets ou a partir

dos contornos de detalhe dessa resolugao.

5.3.1 Tolerancias definidas por coeficientes wavelets

Como os coeficientes de detalhe D" ! definem a fungdo de detalhe ¢" !, de modo que

fr=f"14 g1 como visto no Capitulo 4, pode-se aproximar a tolerancia relativa

n—1

a cada segmento do contorno f com os coeficientes de wavelets respectivos, uma



5.3. Tolerancia em multiresolu¢ao 7

(¢)

Figura 5.8: Objeto mais refinado define perturbagdes de sua representacdo menos
refinada: (a) versdao refinada; (b) versao menos refinada; (c) contorno de detalhe
mapeado horizontalmente.

vez que se tem os coeficientes de wavelets explicitados neste nivel de resolugao.

Segundo o teorema 4.1, um segmento f}kl ¢ diretamento associado a trés pon-
tos de controle para se projetar a um nivel imediato superior, f". Esses pontos de
controle sao: dois pontos extremos do segmento, e um ponto que se insere dentro
do segmento. Por isto, pode-se considerar como minimo trés coeficientes wavelets
relativos ao segmento em analise, que sao os vetores: d}‘:ll, d;»l_l e 77’;11 Ja que estes
estao orientados localmente com respeito a tangente no ponto médio de seus respe-
tivos segmentos (como descrito no Capitulo 2), pode-se estimar a varidncia o, com
respeito a média considerada como zero, com a componente normal de cada vetor,
para depois computar a tolerancia /\;‘*1 aplicando (5.2). Podem-se considerar mais
de trés coeficientes de wavelets vizinhos para se obter um resultado mais coerente
com a geometria local do segmento. No caso geral, pode-se considerar k elementos
para ambos os lados de d}“l, sendo no total 2k + 1 elementos. A Figura 5.9(a) mos-
tra, através das barras, as tolerancias de 64 segmentos da primeira versao inferior do

objeto apresentado na Figura 5.8.
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Tolerdncias definidas pelos coeficientes wavelets de
primeiro nivel
1
0.8
£
g 0.6 A
on N M
o | g
0.2 A
AL S I R R
Segmentos
(a)
Tolerdncias definidas pelos coeficientes
wavelets de segundo nivel
1
g 0.8
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kol
= 0.4 1
= 0.2 -
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Segmentos de segundo nivel

(b)

Figura 5.9: Seqiéncia de tolerancias definidas pelos coeficientes wavelets do objeto da
Figura 5.8: (a) primeiro nivel grosseiro; (b) sequndo nivel grosseiro.

5.3.2 Tolerancias definidas pelo contorno de detalhe

1

Uma outra alternativa é computar /\;“1 a partir do contorno de detalhe ¢"~*, conforme

explicado na Segao 4.1, especificamente em (4.3), j& que esta determina o contorno

"1 Sendo assim, pode-se determinar os k (como minimo trés)

de perturbacoes de f
- .o n—1 . n—1 . e .
valores maximos e minimos de g""* relativos a f; " para se estimar a variancia o.
Este método permite o calculo da tolerancia relativa ao segmento ffﬁl em forma
mais exata do que a estimada usando-se os coeficientes de wavelets (D" 1), porque
inclui a distancia de um contorno superior ao inferior, enquanto o método baseado

em coeficientes wavelets computa tolerancia aproximada, ja que eles representam
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as variacoes no nivel de pontos de controle. A Figura 5.10 mostra as tolerancias
calculadas a partir dos contornos de detalhe, (a) para primeiro nivel, e (b) para

segundo nivel, do objeto definido na Figura 5.8.

Tolerdncias definidas pela superficie de detalhe de
primeire nivel

1
08 4
8
S 0B A
E 0.4 4
=]
F ooz
D _
Segmentos
(a)
Tolerancias definidas pela superficie de detalhe
de segundo nivel
1
g 0.8 1
2 06 A
<3
5 0.4
= 0.2
D I-|Il-lII-III-|I'_|II-III-III—|I Inlnlnlnlﬂlnlnlnlnlnl Inll-llnlnlrllﬂl I'-|II-III-|I|-II|-I
—_ T [ = [yl o [mp] (o] L ] —
— — — — (o] [ (] o
Segmentos de segundo nivel

(b)

Figura 5.10: Sequéncia de tolerancias definidas pelo contorno de detalhe do objeto da
Figura 5.8: (a) primeiro nivel grosseiro; (b) seqgundo nivel grosseiro.

Comparando os resultados, mostrados nas Figuras 5.9 e 5.10, observa-se que eles
sao similares e que o resultado no caso da tolerancia baseada nos coeficientes wave-

lets s3o uma versao escalada (maior) daqueles em que a tolerancia é definida pelos

contornos de detalhe respectivas.
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5.3.3 Tolerancias atribuidas aos segmentos de resolucoes in-

feriores

Para se definir a tolerancia total, A;, atribuida ao segmento f;‘*l, deverao ser con-
sideradas as tolerancias dos segmentos relativos ao nivel superior. Como sao dois
: n n—1 = Ao :
segmentos adjacentes de f" que convergem em f;' °, entao as tolerancias relativas
sao Ay, e Ay; 4. E conveniente se considerar a média aritmética dessas tolerancias,
sendo esta dada por )\f/[. Com isto, a tolerancia associada ao segmento f}"_l é dada

por

_ yn—1 M

Para as resolug¢oes mais inferiores, f®~" com r > 1, pode-se aplicar critério simi-
lar aos explicados nas se¢oes anteriores, usando a expressao (5.3) para o calculo da
respectiva tolerancia com A7 ao invés de )\777'_1. A Figura 5.11 mostra um esquema
grafico da definicao de uma tolerancia em um nivel de resolugao j, adicionados as

tolerancias de resolugoes superiores.

5.3.4 Limitacoes de contornos de referéncias

Analisando as sequéncias de transformacoes de um objeto em multiplos niveis de
resolucao, observam-se as transformagoes dos objetos originais para seus equivalentes
em versoes grosseiras (visto no Capitulo 2), cada vez com maiores diferencas . Um
objeto expresso em resolucdes superiores mantém as caracteristicas originais. Isto
se explica porque os coeficientes wavelets em resolu¢oes menores sao mais variados
em tamanho, o que faz com que possam desvirtuar exageradamente os valores de

tolerancias para essas resolugoes.

Por exemplo, a Figura 2.7 mostra que as caracteristicas de forma de um objeto sao

progressivamente perdidas a medida que as representagoes se tornam mais grosseiras.
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Figura 5.11: Defini¢do da tolerdncia do nivel j: (a) tolerdncia relativa a resolugdo
Jj+1; (b) tolerancia definida pela perturbagdo de j; (c) tolerdncia considerando todos
as perturbagées superiores.

5.4 Tolerancia relativa a um ponto

Os intervalos de tolerancia podem variar em toda o contorno do objeto, inclusive
dentro de um segmento basico. Para facilitar a deteccao de contatos, considerou-se
a tolerancia constante em cada segmento do contorno, mas para o tratamento dos

mesmos, a tolerancia varia em cada ponto do segmento.

Para cada ponto do contorno existe uma tolerancia A(t), que é calculada por
interpolagdes. Nesta etapa, o que interessa é o tamanho de A(t) relativo ao ponto
f(t.). Por isso, a fun¢do A(t), que define a tolerancia, deve ser continua. Assim,
para simular cada segmento da fungao de tolerancia, deve ser usada alguma forma
de interpolagao, que pode ser uma simples interpolacao linear, ou uma interpolagao
polinomial de grau maior que linear. A fim de se obter uma simulagao da func¢ao de

tolerancia comportada, ao menos localmente, considerou-se, neste caso, a interpolagao
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polinomial cibica [PrTeVe+92]. Embora implique na resolugao de um sistema de
quatro equacoes lineares a se resolver para cada segmento, o calculo dos coeficientes
do polinomio ¢ facilitado pela caracteristica da distribugao continua dos pontos do

dominio unitério da curva, como mostra a Figura 5.12(c).

Um segmento de funcao polinomial cibica de interpolagao é definido por

Y(t) = ag + art + ast® + ast® (5.4)

Como o dominio de cada segmento f; é de amplitude constante, e o valor A; ¢
associado ao ponto médio do segmento, o dominio de cada fungao y;(t;) é transladado
do dominio de f;. Em particular, o dominio de f; é um intervalo [0, 1), enquanto o
dominio de um subsegmento significativo de ~;, é [ty 1,tx) com &, — 1,1 = 1. Os
subsegmentos extremos 7, nao sao significativos, porque nao recebem a influéncia
dos outros valores mais a direita ou mais a esquerda do conjunto de quatro valores
considerados para a interpolacao; as Figuras 5.12(a) e (b) mostram esses casos. Por
isto, sem perder a generalidade, se define a fungao de tolerancia para os pontos t;, =

0,t1 =1,ty =2 e t3 = 3, de modo que

Yi(to) = A1,
Ye(t1) = Ak,

Ve(t2) = Akt
V(t3) = Akto,

onde k como t sao computados da maneira formulada a seguir:

se (t. < 0.5)
k=j—-1
th=t.4+1.5

senao
k=i
ty = te+ 1.0.

Estes calculos sao necessarios porque 7;(t) é defasado em relacao a f;(t.), e cada
A; € associado a f;(0.5). A partir desses dados se definem as equagdes lineares de

interpolagao polinomial ciibica, avaliando (5.4) nos quatro pontos vizinhos, {t; }io....3,
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sendo sua formulagao matricial

Qo Ak—1
Ak
Clopmr| (5.5)
a2 >\k+1
as kg2

Assim, calcular os coeficientes de (5.4), para cada segmento, é simples porque a matriz
quadrada M ™! é constante e tinica para qualquer t, do contorno do objeto, variando

unicamente os valores do vetor de tolerancias ();). A matriz M ' é definida pelos

valores de {t;}...3 como
-1
1 0 0 O 1.0 0.0 0.0 0.0
1 1 11 1 —1.8333 3.0 —1.5 0.3333
M = =
1 2 4 8 1.0 —25 20 —0.5
1 3 9 27 —0.1667 0.5 —0.5 0.1667

5.5 Atrito adotado do grau de intervalo de tolerancia

No contato entre dois contornos sempre existe uma for¢a de atrito (explica-se em
detalhe no Capitulo 7), para o qual requere-se um coeficiente p, que representa o coe-

ficiente de atrito em funcao das propriedades fisicas do contorno e de sua vizinhanca.

O atrito, estudado num nivel microscépico, é um fenbmeno muito complicado e
as leis utilizadas sao de caracter empirico e fornecem predigoes aproximadas. O atri-
to depende de muitas variaveis ([HallResn67]), tais como a natureza dos materiais,
irregularidades das superficies, peliculas superficiais, temperatura e extensao da con-
taminagao e desgaste da area de contato. Por tudo isso, nao é surpreendente que nao

exista uma teoria exata para atrito seco e que as leis do atrito sejam empiricas.

Neste trabalho, simula-se o atrito associado a cada ponto de contato, a partir das
irregularidades dos contornos, sem pretencao de descobrir a esséncia mesma do atrito,
mas apenas aproximar o comportamento de uma dinamica de contato entre contornos

de materiais idealizados, sem desgastes, com resultados visualmente aceitaveis.
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Figura 5.12: Segmento da fungdo de tolerancia: (a) pontos de contato que ocorrem na
regigo preenchida para t. > 0.5; (b) pontos de contato que ocorrem na regiio preen-
chida para t. < 0.5; (¢) segmento da fungdo de tolerancia com parametro 1 <t < 2.
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5.5.1 Estimacao do coeficiente de atrito

O atrito relativo ao ponto f;(t) pode ser calculado como uma fungao, tendo como
parametro o valor da tolerancia associada a esse ponto. Na se¢ao anterior foi definida

a forma de estimar um valor da tolerancia A(t) = v, (¢) relativa ao ponto f;(t).

A rugosidade, caracterizada pela tolerancia do contorno, contribui para o coefi-
ciente de atrito para cada ponto do contorno. Ela é associada a um parametro p

chamado coeficiente de atrito do contorno.

Em geral, o coeficiente 1 pode ter valores superiores a zero, inclusive maiores que
1, mas comumente sao considerados como sendo 0 < ¢ < 1. Como se deseja associar p
a rugosidade, se estabelece uma fung¢ao p em funcao de A em cada ponto do contorno.
Neste trabalho, por conveniéncia, se considera 0 < A(t) < 1. Na prética, tal restrigao
pode nao ser cumprida. Assim, poderia ser necessario usar um escalar « (que pode
ser a inversa do maximo das tolerancias do sistema) de forma a reparametrizar A(t)

para o intervalo unitario, 0 < aA(t) < 1.

Considera-se a tolerancia minima (A,;,) como sendo a rugosidade de um contorno
liso (aproximadamente lisa), e por isso se associa esta tolerancia minima ao valor

minimo de p.

A fungao de coeficiente de friccao u, nesta abordagem, é definida em funcao da

tolerancia A como

0 se )‘(t) S )"/nin
u) = (5.6)

A(t) — A\pin  caso contrario .

A esta fungao poderia, para maior realismo, se associar as outras variaveis que
definem um coeficiente de atrito seco, tais como efeitos de desgaste modificando uni-

camente os vetores de que definem as perturbagoes relativas, etc.



Capitulo 6

Movimento dos corpos com

interferéncias

Existem varios paradigmas para a geragao do movimento dos corpos, em alguns ca-
sos complexos, mas em esséncia seguem uma mesma filosofia: calcular o estado do
corpo em cada passo de tempo, baseado na formulagao dinamica ou cinematica de

movimento.

O estado do corpo informa a sua posicao e orientacao. Com isto devem-se analisar
os efeitos de interferéncia entre os corpos e para evitar o efeito fantasma (interpene-
tracao). Técnicas de detecgao de interferéncias entre os objetos em animacao vém-se
aperfeicoando cada vez, j4 que este consome a maior parte do tempo na simulagao.
Deve-se utilizar alguma estratégia para gerenciar recursos do computador (processo,
espago, tempo) e otimizar a complexidade do algoritmo na comparagao geométrica
somente dos objetos proximos, evitando assim testes desnecessarios na comparagao

de objetos afastados um do outro.

Neste capitulo aborda-se a geragao de movimento de corpos e detecgoes de suas
interferéncias em varios niveis para, futuramente, evitar as intersegoes entre eles,

abordados no Capitulo 7.

86
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6.1 Dinamica de movimento dos corpos

Quando um corpo se movimenta por translagao e rotagao, os dados de seu estado
variam constantemente. A andlise desse estado € feita em cada intervalo de tempo
chamado passo da animagao. Isto é, o estado de cada objeto é calculado em uma
sequéncia discreta de tempos. As situacgoes destes corpos, nesses instantes de tempo,
sao mostradas via interfaces graficas com caracteristicas préprias do realismo de uma
cena animada. A situagao do corpo refere-se a sua posicao e orientagao no espago de
animagao e, possivelmente, as mudancas de comportamento de alguns objetos devido

a ocorréncia de eventos de restri¢oes, tais como colisoes.

O célculo de estados dos objetos em movimento é feito como uma evolugao sequen-
cial do sistema (evolugao sincrona). Existe outra abordagem de cdlculo de estados
em paralelo (evolucdo asincrona), tratado em [Celes98], em que o estado de cada cor-
po evolui independiente dos outros. Ambas as abordagens sao utilizadas para gerar
movimento dos corpos e acompanhar sua evolugao para a deteccao de interferéncia

entre os objetos.

6.1.1 Estado de corpo em movimento

Um corpo, em um instante ¢, tem um estado Y () composto pela posi¢ao x(t) de seu
centro de massa no espago, a orientagiao de seu sistema de coordenada local R(t),
velocidade linear v(t) de seu centro de massa, e sua velocidade angular w(t). Assim,

é frequente ver o estado de um corpo como

Y(t) = . (6.1)

Em muitos casos, quando os corpos estao em movimento dinamico, aconselha-se, por
conveniéncia, que o elemento de estado wv(t) seja substituido pelo momento linear
P(t), e w(t) pelo momento angular L(t). Eles descrevem as informacgdes das ve-

locidades linear e angular de uma forma natural [Rivera96, Baraff92]. Com estas
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observagoes, o estado de um corpo em movimento dinamico serd denotado como

Y(t) = E (6.2)

A evolucao de um corpo no tempo é determinada por uma equagao diferencial,

baseada na formulagao dinamica de Newton-Euler, como

- j (6.3)

onde F'(t) e T'(t) sdo a forga e torque resultante atuando sobre o corpo, respectiva-

mente.

A relagao das grandezas da variagao do estado (para mais detalhes, ver [Rivera96])

sao dados como:

F(t) = S P()
T() = L),

onde m é a massa do corpo,

O momento angular total L(t) de um corpo rigido estd relacionado com a inércia

I(t) do corpo através da equagao

A equagao diferencial (6.3) pode ser integrada, em cada passo de tempo, utilizando-

se métodos numéricos para resolver equagdes diferenciais ordinarias (ODE), por exem-



6.1. Dinamica de movimento dos corpos 89

plo o método de Euler, de Runge-Kutta ou algum outro método hibrido, dependendo

da exatitude de valor desejado. Neste trabalho usa-se o método de Euler.

6.1.2 Evolucao sincrona de movimento

Os estados de todos os corpos no instante ¢ formam o estado do sistema Y (t), que
registra a evolu¢ao de todos os objetos até o instante t. Dado o estado inicial Y (¢),
todo o sistema evolui, em um passo de tempo ts.,, para o proximo estado que ¢
registrado. Se nao houver nenhuma interferéncia espacial entre os objetos, no intervalo
(to,to + tstep), 0 novo estado adquirido pelo sistema é Y (tg + typ), que passa a ser

estado inicial para o préoximo passo de integragao.

Se a interferéncia é detectada em ty + ty.,, 0 estado inicial Y (¢y) é recuperado.
Entao, deverd se procurar um instante t., de forma t; < t, < fy + tgep, usando-se
alguma técnica de convergéncia de {t;};c;., instantes intermediarios, para t., de forma
que os estados intermedidrios {Y (¢;)}ic;, sejam situagbes préximas ao de contato
Y (t.). O maior interesse neste processo é que I, tenha o menor niimero de elementos
possiveis para uma convergéncia rapida e robusta em ?.. Uma vez determinado o
estado Y (t.), sdo tratadas as interferéncias respectivas, que depois serd completada

a iteragao deste tltimo estado de contato até ty + t.p-

Como ja foi observado, quando existe uma interferéncia espacial, o passo de tem-
po para atualizar os estados dos corpos pode ser menor que normal, ja que este deve
ser adaptado de ¢, para t., instante em que ocorre a interferéncia, mas nao pode ser
maior que ty.p,, a nao ser que seja utilizada uma estratégia em que t., seja adap-
tativo dependendo da média da rapidez de movimento dos corpos. Este critério traz
algumas desvantagens neste paradigma, porque em objetos com movimentos muito
lentos (tsie, pequeno) faz com que a variagao entre os frames seja pouco significativa,
e tyep grande pode produzir efeito de grandes variagoes entre objetos que se movi-
mentam rapidamente, entao outra alternativa poderia ser passo de tempo adaptado,

que depende do comportamento dos objetos em animagao, abordagem utilisado por

Celes [Celes98].
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6.2 Deteccao de interferéncias

Sao trés os niveis de deteccao de interferéncias analisados no presente trabalho: alto

nivel ou aproximado, nivel de aproximacao por hierarquias, e niveis em detalhe.

Alguns trabalhos, como proposto por Hubbard ([Hubbard95]), enfocam a andlise
de interferéncia em dois niveis: grosseira e refinada. A grosseira analisa a interse¢ao de
hiper-paralelepipedos formados pelas dimensoes do objeto em movimento no espago
e tempo. A refinada verifica interferéncias pela intersegao entre as esferas envolventes

em uma hierarquia, seguindo uma estrutura de arvore esfera.

A abordagem de arvore de caixas orientadas permite uma comparagao rapida em
tempo constante pela intersecao das caixas de um mesmo nivel de hierarquia, ja que
existem duas caixas a comparar, sendo um maximo de quatros combinagoes, em cada
nivel da arvore, enquanto na arvore de esfera este ntimero varia de dois a oito. Embora
a verificagao pela intersegao de duas esferas seja muito mais simples do que das caixas,
o namero de caixas envolventes em cada né é minimo porque a arvore MOBBtree é

binaria.

O nivel grosseiro de verificagao de interferéncias entre os n objetos tem o objetivo
minimizar o numero de comparacoes entre eles em cada passo de tempo. Esta fase
deve ser uma espécie de selecionador de possiveis objetos que possam estar em inter-
feréncias. Um enfoque para isto pode ser o envelope espaco temporal abordado em
detalhe em [Hubbard95], mas que finalmente se converte na verificagao de interse¢ao
de n x n hiper-paralelepipedos, sendo os calculos de intersegao de elementos de cubos.
A técnica utilizada por Baraff [Baraff92], que consiste em criar uma lista de pares de
objetos préximos, utilizando-se a técnica de varredura [deBerg+97, PrepSham85], é

uma boa opcao para esta fase.

Dados m pares de objetos escolhidos dos n, pelo nivel grosseiro, é verificada a
interferéncia das caixas envolventes de cada um dos m pares, seguindo uma estrutura
de arvore binéria, até um nivel dado de resolucao do objeto. Uma vez confirmada
a interferéncia, sao determinados os segmentos de possiveis contatos, controlando os

intervalos de perturbacoes desses segmentos, analiticamente por intersegoes.
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6.2.1 Deteccao de interferéncias de alto nivel

O objetivo desta etapa é reduzir o nimero de pares de objetos cuja interferéncia deve
ser verificada. Sem esta etapa, seria necessério fazer O(n?) dessas verificagdes. No

entanto, a maior parte destes pares sao de objetos que nao estao sequer préximos.

Baraff [Baraff92] usa um algoritmo de ordenagao e sele¢do de objetos que se com-
parar em O(n+ k), onde k indica o ntimero de possiveis interse¢des dos lados de caixas
envolventes, em relagao a cada eixo de coordenadas. Cada caixa envolvendo um ob-
jeto é um paralelepipedo de arestas alinhadas aos eixos de coordenadas do sistema
(conhecido como caixa isotética). A construcao das caixas isotéticas em cada passo
de tempo faz que o algoritmo seja um pouco lento. Critério andlogo serd utilizado,
neste trabalho, sem a necessidade de construir caixas isotéticas adicionais; serd usada
a caixa de origem da arvore de caixas envolventes de cada objeto projetado nos eixos

coordenados. Com este fim, é definido o que se entende por caixas proximas.

Definicao 6.1 Duas caizas orientadas By e Bo sdo consideradas proximas se 0s seg-
mentos de suas respectivas projecoes I e Iy sobre todos os eixos coordenados se in-

tersectam.

Duas caixas isotéticas, ('] e (s, se intersectam se as projecoes de seus respectivos
lados sobre os eixos coordenados se intersectam [PrepSham85]. Projetando a caixa
orientada B; sobre os eixos coordenados, obtém-se os intervalos {[ij}j:l’g que cons-
tituem os lados de uma caixa istotética C;. Nesta vez, o segmento I{ = [bg, eg], é
definido por

bi=p —r e e =pl+rl (6.4)

O valor p! é a projeciao do centro da caixa B; sobre j, e r! é o raio do segmento

2

projetado no mesmo eixo. A Figura 6.1 mostra as caixas orientadas com os segmentos

projetados sobre os eixos coordenados.

A projecao de uma caixa sobre os eixos de coordenadas é feita considerando as
devidas transformagoes (rotacdo e deslocamento) dos elementos vetoriais da caixa
(eixos e centro da caixa) que estdo no sistema local (SRO) para o sistema universal

(SRU), j& que cada caixa relativa a um objeto estd expressada no SRO do objeto.
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Dois intervalos I} = [b],e!] e I] = [b], e]] se intersectam, se:

b< b <el (6.5)

b <el<e

ou

Q.

Figura 6.1: Proje¢ao de caixas, envolvendo o objeto, sobre os eixos coordenados.

Algoritmo geral. O objetivo principal deste algoritmo é se obter uma lista de
pares de objetos préximos com elementos (Oy,, O,.), para i = 1,..., k. Para isto, os

processos sao realizados na sequéncia a seguir:
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e Projecao das caixas orientadas, {B;}i—1. ., sobre cada eixo coordenado z/. O

vetor de projecoes, V7’ para j = 1,2, contém os 2n extremos dos intervalos de

projecao {b:?, el Yimtrm

¢ Ordenacgao dos vetores V7, j = 1,2, em forma ascendente.

e Varredura do vetor V!, correspondente ao eixo z, de esquerda para a direita.
Se V1[i] corresponde a um extremo b}, entdo o intervalo I} intersecta cada
um dos intervalos ({1} },—1 ) da lista ativa. Neste caso, deve-se verificar se os
intervalos de proje¢oes de By, sobre os outros eixos também intersectam com seus
equivalentes de B, . Caso afirmativo, o par de objetos (O, O, ) sdo préximos,
entdo deve-se adicionar & lista de pares préximos. Finalmente, se adiciona I}
na lista ativa. Caso V'[i] corresponda a um extremo e}, o intervalo I} deve ser

eliminado da lista ativa.

No algoritmo geral, pode-se observar que a projecao dos n objetos nos eixos coor-
denados é feita linearmente, demandando um tempo O(n). A ordenagao, utilizando-se
um QuickSort, pode ser feita, em média, em O(nlogn). A varredura é linear, O(n),
mas as operagoes de adi¢ao e eliminac¢ao dos elementos da lista ativa podem demandar
um tempo O(slogs) = O(slogn), porque s < (5) = O(n?) para s elementos ativos.
Este processo pode ser linear se a lista ativa for administrada como um vetor de n
posicoes, de forma que o elemento ativo seja indicado por um inteiro r > —1 que
indica a posi¢ao do préximo elemento ativo. A adigao de um par de objetos na lista
de objetos préximos é constante. Sendo assim, o custo total da varredura O(n + s),

e o custo do algoritmo geral O(nlogn + s).

O algoritmo geral se aplicard uma tnica vez, no comego da animagao; nos passos
de tempo seguintes, se utilizard um algoritmo mais simplificado, devido ao tipo de
comportamento dos n objetos na animacao. Em passos de tempo consecutivos, os
n objetos nao variam muito de posigao e de orientagao, mantendo desta forma uma
coeréncia geométrica. Este comportamento vai ser refletido nos vetores de projecao
V7, j4 que um vetor V7 de um passo anterior vai ter poucas variacoes respeito ao
corrente. Desta forma, o vetor V7 de projecao é quase ordenado. Por isso, o método

de ordenagao por inser¢ao Insertion Sort pode ser utilizado eficientemente.

A filosofia do algoritmo de ordenagao por insergao é ir trocando posicoes de ele-

mentos enquanto este for menor, mantendo os elementos da esquerda, cada vez, orde-
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nados ascendentemente. Neste processo, poderd se observar que as trocas de posigoes
entre elementos V/[i] e V/[i + 1], correspondentes a b, e e, (ndo necessariamente nes-
sa ordem), vao gerar uma operacao de adi¢ao e eliminagao de pares (O,., O,) na lista
de objetos proximos, dependendo do caso. Assim, o algoritmo geral pode ter uma
nova versao mais simplificada e com menor custo, chamado algoritmo por coeréncia,

detalhado a seguir.

Algoritmo por coeréncia. O objetivo deste algoritmo, de modo similar ao algo-
ritmo geral, é fornecer a lista de pares de objetos préximos, mas operando sobre ela

com adigao e eliminagao dos elementos pares, da forma seguinte:

e Projecdo das caixas orientadas, {B;}i=1.. ., sobre cada eixo coordenado; como
no algoritmo geral, mas atualizando as posicoes de b; € e; de V7 com valores

atuais.

e Ordenacgao dos vetores V7, 57 = 1,2, em forma ascendente, utilizando-se o método
Insertion Sort; registrando-se, em caso de acontecer um evento b, e e,, os se-

guintes:

— Ao ordenar V1, se b, < e, verificar, como no algoritmo geral, a intersegao
dos segmentos respectivos nos outros eixos coordenados, correspondentes
aos objetos O, e O;. Caso afirmativo, adicionar (O,, O;) na lista de objetos
préximos. Se b, < e, for falso, entdo eliminar o par (O,,Oy) da lista de

objetos préximos.

— Ao ordenar V7 j > 1, se b, < e, é falso, entdo eliminar o par (O,,0,) da

lista de objetos préximos, se ainda la estiver.

O custo de processo no algoritmo por coeréncia é linear, ja que o método Insertion
Sort, para ordenar n dados em forma ascendente, utiliza um tempo O(n) quando os
dados sao guase ordenados, e O(n*) quando os dados estao ordenados em forma
decrescente [TeneAuge86]. Os dados aqui, neste trabalho, estdo quase ordenados em
forma ascendente, por isso o processo sera feito em tempo linear. Outro aspecto
importante notado neste algoritmo é que nao se utiliza a lista ativa; desta forma, nao
serao necessarias as operagoes sobre a lista ativa que nao existe explicitamente, mas

aparecem as operagoes de adigao e eliminacao na lista de objetos préximos. O custo
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de operagoes sobre a lista de objetos préximos pode ser minimizado com o uso de
tabelas. O custo geral deste algoritmo serd O(n + k), onde k é o ntimero de pares de

adicao e eliminacao na lista de objetos préoximos.

Para minimizar o custo de operacoes sobre a lista de objetos proximos, esta serd
administrada como um vetor de h elementos (h << n), de forma que a posi¢ao r do
vetor aponta a uma mini-lista de pares (O, O;), tal que r = (s + t)mod (h) (médulo

h de s +1).

Existem outras abordagens para detectar interse¢oes de segmentos por varredu-
ra em O(n(logn + s)) utilizando-se principios da arvore de intervalos [deBerg+97,
PrepSham85, Wood85]. Outro algoritmo eficiente, proposto por Balaban [Balaban95],
que utiliza um tempo de processo O(nlogn + s) pode ser generalizado para resolver

o problema inicial.

6.2.2 Interferéncias em hierarquia

Uma verificagao rapida de intersegao de caixas envolventes, utiliza o principio da
existéncia de um plano separador entre duas caixas retangulares, utilizado no método
de testemunha de Baraff [Baraff92, Rivera96| e adaptado por Gottschalk et al. [GoLiMa96]

para OBBtree, cuja abordagem é seguida neste trabalho, usando-se MOBBtree.

O critério consiste em, dadas duas caixas envolventes (A e B) de um nivel corres-
pondentes a um objeto cada uma, projeta-las sobre um plano separador e verificar a
intersecdo das proje¢des no plano como se fosse em uma tnica dimensao (Vide Figura
6.2). A projecao de uma caixa retangular sempre vai ser um segmento (hexdgono, em
3D, podendo tomar-se um circulo que o contém) com centro na projecao do centro

da caixa.

Para efetuar a projecao das caixas A e B sobre uma linha, os elementos vetoriais
da caixa (eixos e posicao do centro) devem ser transformados para o sistema SRU, ja

que esses elementos estao expressos no SRO do respectivo objeto.

Duas caixas nao intersectam se existe um plano separador entre elas (ver detalhes
em [Rivera96]). O plano pode ser definido por um lado da caixa (em 3D, por uma
face da caixa, ou por uma aresta de uma caixa e um vértice da outra caixa). Sendo

assim, o plano de projecao das caixas € perpendicular ao plano de separacao. Se as
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Figura 6.2: Projecdo de caizas A e B sobre a reta L: comprimento T.L maior que a
semi soma dos segmentos projetados indica que as cairas nao intersectam.

projecoes das caixas sobre o plano de projecao nao se intersectam, entao as caixas

sao disjuntas.

A verificacao da existéncia de plano, neste caso reta, de separagao é simples. Cada
caixa tem dois tnicos lados orientados (em 3D, trés faces, e trés arestas orientadas).
Estes elementos podem fornecer 4 possiveis retas (em 3D, 15 planos). Se duas caixas

se intersectam, serd necessario o teste de todas ass possiveis retas de separacao.

Para o teste de intersegao, deve-se projetar o centro das caixas sobre a reta, e
calcular o raio dos respectivos intervalos. A reta de projecao L é perpendicular a um
eixo de uma das caixas. A reta L pode ser escolhida de modo a passar pelo ponto

central da caixa A, por conveniéncia, para efeitos de calculos. O vetor de separagao
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entre os centros das duas caixas, T' = c¢g — ¢4, também ¢é projetado sobre L, sendo

sua magnitude L = |T.L|.

Os raios dos segmentos projetados (semi-segmentos), da caixa A, sao obtidos como
ra = max{r), = |v/\.L|, tal que v’; = (—=1)".1}.eY + [%.€%, paraj=1,2}, (6.7)

onde /% é a metade da longitude do lado correspondente a um eixo e4. O mesmo

critério é utilizado no caso da caixa B.

O raio r4 deve ser necessariamente a maior das projecoes de Uix (vetores que
indicam os vértices da caixa a partir do centro) sobre L, porque a caixa pode estar
em uma situagao em que nenhum de seus eixos sejam paralelos a L, o que faria que
a projecao de alguns desses vetores seja menor que a projecao real da caixa sobre
L. Considerou-se que seja reportada a projecao da metade dos vetores indicadores
dos vértices adjacentes, neste caso 2, porque uma caixa retangular tem esses vetores
simétricos dois a dois. Outro aspecto que se considera, nestes calculos, é que o semi-
segmento de cada caixa é suficiente para o computo da intersegao dos segmentos
projetados, uma vez que se tem a posi¢ao da projecao do centro da cada caixa, e
a projecao da distancia dos centros das duas caixas. Entao, as caixas A e B sao

consideradas disjuntas se satisfazem a condigao

L>ry+rg. (6.8)

Como sao quatro eixos que definem possiveis linhas de separagao entre A e B, o
teste da intersecao envolve quatro casos. Se a condigao (6.8) nao for satisfeita em
todos os casos, entao as caixas A e B se intersectam. O primeiro indicador de nao
intersecao € suficiente para considerar que nao ha intersecao entre as caixas. Isto
permite minimizar o numero de operacoes pelas intersegoes, que no pior caso seria 4

(no caso de 3D, no entanto, seriam 15 planos a se testar).

Uma vez detectada a intersecao das caixas A e B, sao verificados os pares de filhos
destas caixas, passando para um nivel superior, seguindo os mesmos critérios aqui
descritos. Este processo é seguido, até o nivel desejado, enquanto existir intersecao
das caixas comparadas. Se nao houver intersecao entre A e B em algum nivel, se
considera que os pedagos cobertos pelas respectivas caixas nao se intersectam. Se
duas caixas finais (ou folhas) se intersectam, este par de caixas é registrado na lista
de caixas intersectantes para seu futuro teste de intersecao em detalhe, analiticamente,

tratado na préxima segao.
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Quando duas arvores sao de tamanhos diferentes, a raiz da arvore menor é re-
cursivamente testada com as caixas de nés filhos da arvore maior, enquanto forem
intersectantes, até encontrar a subarvore do mesmo tamanho que a arvore de tamanho
menor. Depois, as comparacOes por intersegao sao continuadas normalmente como
explicado acima. O segmento de cédigo a seguir mostra a seqiiéncia seguida para
testes de interferéncia entre caixas A e B de duas arvores, cujas alturas sao alt_a e

alt_b respectivamente:

interferencia_caixas (alt_a,alt b, A, B)
{
// alt_a: altura da subarvore A
// alt_b: altura da subarvore B
se intersectam _caixas (A, B), entao
se alt_a e alt_b sdo menores desejados, entao
A e B intersectam. Adicionar o par A e B na lista de pares intersectados [st.
senao
se alt_a > alt_b, entdo
// nivelar a subarvore A com a subarvore B
interferencia_caixa (alt_a — 1, alt_b, filho esquerdo de A, B)
interferencia_caixa (alt_-a — 1,alt_b, filho direito de A, B)
senao
se alt_a < alt_b, entdo
// nivelar a subarvore B com a subarvore A
interferencia_caixa (alt_a,alt b — 1, A, filho esquerdo de B)
interferencia_caixa (alt_a,alt_b — 1, A, filho direito de B)
senao
// ambas subaroves sdo do mesmo tamanho
interferencia_caixa (alt_.a — 1,alt_b — 1,filho esquerdo de A, filho esquerdo de B)
interferencia_caixa (alt-a — 1,alt_b — 1,filho esquerdo de A, filho direito de B)
interferencia_caixa (alt_a — 1, alt_b — 1, filho direito de A, filho esquerdo de B)
interferencia_caixa (alt.a — 1,alt_b — 1,filho direito de A, filho direito de B)
fse
fse
fse

fse
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Ao finalizar a comparagao das duas arvores, se nao fora registrada nehuma caixa
folha intersectando, entao nao ha interferéncia entre os dois objetos das arvores. Caso
haja caixas folha registradas, significa que é possivel que exista intersecao dos dois
objetos, o qual serd constatado pela verificagao de interferéncia em detalhe. Na Figura
6.3 mostra-se o estado de dois objetos em dois instantes, o inicial e o instante quando

se detectam as interferéncias das caixas basicas dos dois objetos.

6.2.3 Interferéncias em detalhe

Cada par de caixas basicas em interse¢ao podem incluir segmentos de superficies que
estejam em trés situagoes: intersectados, em contato, ou afastados. A sequéncia de
acoes do algoritmo de verificagao de interferéncias em detalhe, Figura 6.4, mostra as

trés situagoes.

Dois segmentos estao intersectados quando existe no minimo um ponto de in-
tersecao entre os segmentos; ou seja, quando existe uma parte de um segmento no
interior do outro. Esta situacao indica que devera se voltar a uma nova iteragao da
dinamica com um passo menor, porque nesta iteragao foi dado um passo que permi-
tiu a interpenetragao dos objetos. por isto, nao serd mais necessario continuar com
a verificagao dos outros pares de caixas em interferéncia. Com o primeiro indicador
de interpenetracao de segmentos devera se ignorar todos os estados obtidos nesta

iteracao dinamica.

Dois segmentos estao em contato quando existe um ponto sobre cada segmento,
de forma que sao geometricamente préximos, com uma tolerancia A permitida. Isto é,
os pontos f (tf) e g(tg), dos segmentos f e g, respectivamente, estao suficientemente
préximos quando o vetor d(tf,t;) = f(tf) — g(t,;) tem a dire¢ao da normal comum
aos dois os segmentos e, além disso, 0 < ||d(tf,t,)|| < A. Com isto, neste trabalho,
somente sao considerados corpos em contato quando exista intersecao tangencial entre
ambos os corpos, ou quando eles estao bem préximos com uma tolerancia permitida,

incorporada em cada caixa.

Segmentos afastados sao aqueles que nao se intersectam, nem estao em contato.
Deste modo, quando ocorrer a situagao em contato ou afastado, o processo de detecgao
de pontos de contatos continua com os outros pares de caixas em interferéncia. S6 na

situagao de intersecao de segmentos é truncada a seqiiéncia de verificagao de contato,
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(b)

Figura 6.3: Estados de dois objetos na cena de animacgdo: (a) momento inicial; (b)
momento em que se detectam interferéncias entre as primeiras caizas basicas.
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inteiro contatos(lst_caixas, Ist_pts)

{

n_contatos =0
enquanto lst_catras nao nulo, fazer
.. // verificar a intersegdo dos segmentos f, e fj, de [st_caizas
se f, e fp intersectam, entao
. /] fa € fp intersectam

n_contatos = -1 // indicador da existencia de interpenetragéo
parar // existe interpenetracédo, interrompe a verificagio
senao

. // verificar contato tolerado entre f, e f; de lst_caizas
se existe contato, entao
. /] fa € fp em contato, armazenar ponto de contato em [st_pts
n_contatos = n_contatos + 1 // adiciona numero de contatos
senao
// segmentos f, e f; estdo afastado

fse
Ist_caizas = seguinte de [st_caizas
fse
fenquanto
retorna n_contatos // ha n_contatos contatos (0 = todos afastados).

}

Figura 6.4: Trecho de codigo contendo logica de detec¢do de contatos em detalhe.

para re-iniciar uma nova iteragao dinamica como explicado anteriormente.

A aproximagao aos pontos de contato, quando é detectada uma interpenetragao,
é feita via a técnica de bise¢ao. Esta técnica consiste na partigao binaria do passo de
tempo: disminuir o tamanho quando existe uma interpenentragao, e incrementar em
metade do passo anterior quando todos sao afastados. Assim, a convergéncia para
o instante de contato ocasiona uma seqiiéncia de passos de tempos em zig zag (para

maiores detalhes desta técnica, ver [PrTeVe+92]).

Quando ocorrer a situagao de contato, cada par de pontos de contatos, declarados
como tais, sdo armazenados numa lista de pontos de contato (Ist_pts na Figura 6.4).

Esses pontos vao ser tratados para evitar interpenentracoes nas iteragoes dinamicas

futuras.
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6.2.4 Deteccao de pontos de contato

A classificagao de situagoes entre cada par de segmentos pode ser feita de varias for-
mas. Uma forma bésica é através de subdivisao binaria; outra forma é via formulagao

analitica.

A subdivisao binaria, para este problema, consiste em construir dinamicamente
caixas envolventes de sub-segmentos, segundo a filosofia de arvore binaria, até se
considerar que elas estao em contato ou separadas. Similar abordagem é seguida por
Gleicher e Kass [GleiKass92], mas criando paralelepipedos de arestas paralelas aos

eixos do sistema de referéncia do universo.

A abordagem pela formulagao analitica consiste em prosseguir analiticamente pe-
las técnicas de intersecao de curvas e superficies curvas, dadas em maior énfase em
geometria e modelagem de sélidos [Hoffmann89]. Estas técnicas foram usadas, entre
outros, por Baraff [Baraff90], Min Lin [Lin94] e Snyder [Snyder95] para resolver casos

similares, mas com varias formas de resolugao.

A robustez do método de solugao depende do tamanho do pedago da superficie
considerada onde possivelmente se encontra a solu¢ao. Esses pedacos sao analisados
localmente a intersecao ou proximidade de atributos das superficies, via iteragao
numérica. Para isto € necessario isolar os possiveis pontos de contato e intersegoes, o

que nao é uma coisa simples.

Na colisao, nao € necessario determinar a intersecao exata das superficies, mas
sim pontos proximos a pontos tangenciais que podem ser aproximados por projegoes.
Verificar que objetos estao interpenetrados, basta demostrar que existe uma interse¢ao

de seus componentes.

A abordagem analitica é baseada na formulagao do problema em termos de reso-

lugao de sistemas de equagoes algébricas para se obter solugoes locais.

Das duas abordagens, a primeira € lenta em convergir para o resultado requerido.
Ela fornece resultados nao exatos, porque se considera a média de uma vizinhanga de
pontos. A sucessiva construgao de caixas orientadas para cada sub-segmento € mais
cara que o calculo iterativo do método analitico. Neste trabalho, optou-se pelo método
analitico para resolver o problema de contatos do nivel segmentos, combinando com

métodos de subdivisao dos intervalos de seus dominios.
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Método numérico de equagoes homogéneas

A formulagao analitica do problema de colisao é dada em forma de equagbes nao

lineares homogéneas,

hl(w) 0
H(SL') = = = 07 para = (t17t2: "'7tn)~ (69)
hm () 0

Um sistema de equagdes ndo lineares homogéneas, da forma (6.9), ndo pode,
em geral, ser resolvido analiticamente. Somente pode ser resolvido, com um grau
de aproximacao bastante alto, numericamente, por iteracao partindo de um ponto
inicial . Existem métodos robustos que podem convergir a bons resultados, mas
que tém suas particularidades. Por isto, nao existe um bom método geral para resolver

sistemas de mais de uma equagao nao-linear [PrTeVe+92].

O método multidimensional de Newton-Raphson é o mais simples e robusto quan-
do o valor inicial, ®(, estd préoximo ao valor desejado. No entanto, quando este esta
afastado, a tendéncia a extremos relativos pode desvirtuar a convergéncia. Para su-
perar essa patologia existem formas de controlar o comportamento do processo de
interacao na busca de raizes [PrTeVe+92]. Com uma escolha de um ponto inicial de
possivel solugao, x(, proximo a solu¢ao desejada &, a convergéncia pelo método de

Newton-Raphson é rapida.

O método numérico de Newton consiste em levar (6.9) para um sistema linear de
equagoes homogeéneas em cada iteragao, gerando-se uma seqiiéncia de valores x; de

forma a convergir a um resultado que seria a raiz & de (6.9).

A formulagao de Newton-Raphson para sistema de equagbes nao-lineares, na

t—ésima iteracao, é da forma

H(CBZ) = H(ilfq'_l) + %_Ij-(wqj_l) (5171' — 5171'_1) y (610)

onde %—I;I(a:,;_l) é o Jacobiano avaliado em x;,_;. O sistema de equagoes lineares

homogéneas, em cada iteracao de Newton-Raphson, é dado por

%—Z(wzl) (332 — a:i,l) + H(wi,l) = 0, (611)
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o que pode ser resolvido, dependendo da caracteristica e a complexidade da matriz
envolvida no sistema, por métodos como decomposi¢cio LU, SVD - decomposi¢do do
valor singular, ou qualquer outro método eficiente do método numérico [PrTeVe+92],

sendo a incégnita w;, = &; — x;_1.

Formulacao de sistemas de equacgoes

As trés situagoes em que podem estar dois segmentos, f,. e g,, sao expressas através

de sistemas de equagoes nao-lineares homogéneas, de forma similar a expressao geral

(6.9), como:

1. Intersecao entre f, e g, é definida por

H(ty,ty) = [+(ty) = g:(ty) = 0. (6.12)

Este sistema consiste de 2 equagoes com 2 incégnitas, e é de grau 3 porque cada

segmento é B-spline ctbico.
2. Contato entre f,. e g, que pode ser contato tangencial ou contato tolerado.

e contato tangencial é uma interse¢ao entre os dois segmentos em seus pontos
tangentes. Por isto, a expressao (6.12) é adicionada a condigao de tangentes

anti-paralelas:
Hy(ty,ty) = fi(ty) ¥ g(ty) = 0. (6.13)
Um sistema de ponto tangencial estd composto por 3 equagdes (2 de (6.12)

e 1 de (6.13)) e 2 incdgnitas.

e contato tolerado é quando existem pontos préximos entre os dois segmen-
tos, de forma que o vetor distancia d(ts,t,) = f(tf) — g(t,) satisfaz a
condicao 0 < [|d(tf,t,)]] < A, para 0 < tf,t, < 1. As equagbes nao

lineares para este tipo de pontos sao dadas por:

Ha(ty,ty) = (f(tr) = g(ty)) . S'(tg) =0
Hy(ty,ty) = (f(tr) = 9(ty)) -¢'(ty) = 0.

Este sistema é composto por 2 equagoes e 2 incégnitas. Cada equagao

(6.14)

formulada tem um grau 2n — 1 (obtido depois de operar o produto da
diferénca entre as duas superficies e a derivada respectiva), e neste caso é

5.
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Observa-se que as equagoes nao lineares, neste caso, tem duas variaveis e duas
equagoes, excepto para o ponto tangencial. Para uniformizar o nimero de equacoes
para o uso de um método resolvedor de equagdes lineares, similar a (6.11), pode-se
pensar, em geral, em um sistema de duas equagoes e duas incégnitas. No caso de ponto
tangencial, primeiro deve cumprir a equagao (6.12), depois verificar a condigao de suas
tangentes, expressao (6.13). Na prética, o contato tangencial nunca vai acontecer,
porque a probabilidade de um contato tangencial é minima, mas de qualquer forma

ele é considerado.

A matriz Jacobiana, % = J, para um sistema de 2 equacoes e 2 incognitas é de

ordem 2 X 2, sendo em geral

0H1 9H,
_ 0tf oty
J = 0H, Q9H, |’

Otf Oty

Assim, o Jacobiano para intersegoes, (6.12), é dado por

EAEAN
| ity —di(t,) |

e o Jacobiano para contato tolerado, (6.14), tem a forma

[P EnIP + (5t = atta) .7t —g'(t,).'(t7) i
[ 9(t,).f'(t7) ~llg (I + (F(t5) = 9(t,)) 4" (t,) |

Com jacobiano de ordem 2 x 2, um sistema de equagdes lineares tipo (6.11), pode
ser resolvido sem recorrer aos sistemas resolvedores mencionados acima, ja que um

método simples de resolver duas equagoes e duas incégnitas sera suficiente.

A tolerancia A, usada para a definicao de pontos de contato, varia para cada par
de segmentos. Como introduzida no Capitulo 2 e detalhada no Capitulo 5, cada
segmento de superficie do objeto tem uma tolerancia que depende da distribuigao
de rugosidade associada a ele. Assim, se Ay e A\, sao as tolerancias associadas aos
segmentos f. e g,, respectivamente, a tolerancia para a andlise de interferéncia em

detalhe desse par de segmentos é dada por

A= /\f+/\g~ (615)

Assim, se os segmentos f e g forem préximos nos pontos f(ts) e g(t,), a condi¢ao

para contato tolerado é

[f(ts) — gt < A
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Aproximacao de valores minimos

A resolugao de um sistema de equagdes ndo-lineares, H () = 0, por métodos numéricos
requer um ponto @, inicial de aproximacao, para convergir iterativamente ao valor

desejado (se existir) &.

O método de Newton é eminentemente local, e nao pode ser usado com um
inicial arbitrario. Para explorar a eficiéncia deste método, requere-se o uso de outros

métodos que proporcionem uma primeira aproximagao x, da solu¢ao desejada.

Analisando os casos de segmentos que podem envolver cada caixa basica, como se
explica na Secao 3.3 , observa-se que eles sao segmentos curvos localmente convexos
ou com um ponto de inflexao, de modo que subdivididos no ponto médio do intervalo
de seus argumentos, 0 < tf,t, < 1, cada subsegmento é localmente convexo. Com
este critério, para cada par de subsegmentos, a funcao H(ty,t,) pode ter de zero a
dois minimos locais, sendo, possivelmente, um deles o zero da fungao, exceto no caso
degenerado de contatos tolerados, que podem ter infinitos pontos (mas para interse¢ao

é suficiente detetar o primeiro zero da fungao).

Para escolher o par de subsegmentos em que serao aplicados o critério de con-
vergéncia por Newton-Raphson, usa-se uma heuristica de selegao: ordenar os pares
de subsegmentos pela distancia entre seus pontos médios, de menor a maior. Como
podem existir dois pontos minimos locais, a distancia minima nao é suficente para
uma convergéncia para o resultado. Por isto, o método de Newton é aplicado em
pares de subsegmentos selecionados pelas distancias de menor a maior, no caso de
nao convergir nas anteriores, sendo &, o ponto médio do sub-intervalo relativo ao par
de subsegmentos escolhido. Com este método, na pratica a convergéncia ao resulta-
do acontece, com muita freqiiéncia, no primeiro par de subsegmentos. O pior caso

acontece quando nao existe solugao de H(x) = 0 no intervalo 0 < ¢s,t, < 1.

A Figura 6.5 mostra os quatro sub-intervalos do dominio de H(«) cujos centros,
(th,ty), (t},t5), (th,tg) e (t},t;), s3o os possiveis pontos préximos ao ponto de solugao

de H(tf, tg).
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Figura 6.5: Intervalo de dominio de cada segmento € dividido em quatro sub-
intervalos.

6.3 Performance de deteccao de interferéncias

A performance de OBBtree para objetos complexos de superficies poligonais é discu-
tida por Gottschalk et al. [GoLiMa96], mostrando uma eficiéncia superior a todos os
outros métodos existentes. O método MOBBtree herda de OBBtree a eficiéncia nas
comparagoes pela intersecao das caixas, porque o método de deteccao de interferéncia
das caixas em MOBBtree é similar ao usado em OBBtree, considerando ainda que
neste trabalho o método formulado é unicamente no espago bidimensional, o que
torna ainda mais rapida a detec¢ao de interferéncias entre as caixas orientadas da
MOBBtree.

Para ilustrar a performance do método com caixas bidimensionais, formula-se um
exemplo de quatro situagoes de trés objetos de 512 segmentos cada um. As situagoes
sao mostradas na Figura 6.6: objetos afastados, duas situagoes em que existem alguns
segmentos em contato e, finalmente, uma situagao em que existem multiplos conta-
tos entre todos os objetos. A execucao de comparagao das 3069 caixas orientadas
distribuidas em trés arvores MOBBtrees foi efetuada na estagao Sun SPARCstation
20 com Solaris. O tempo medido é o minimo tempo em segundos de varios experi-
mentos, ja que eles podem variar de um experimento a outro devido ao sistema de

multiprocessamento em que trabalha a maquina usada.
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9
L

(a) (b)

(c) (d)

Figura 6.6: Situagdo de trés objetos com 512 segmentos cada um: (a) afastados; (b)
contato entre dois objetos; (c) contato entre todos os objetos; (d) maior nimero de
contatos entre todos os objetos.
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A Figura 6.7 mostra uma tabela com os resultados obtidos, que mostram que,

mesmo quando ha interpenetracao dos objetos, apenas uma fragao das caixas é com-

parada (459 das 3069) e o tempo de processamento é da ordem de 0,01 segundos.

Em suma, a detecgao de interferéncias com o uso de MOBBtree é bastante eficiente

e possibilita animagao em tempo real, mesmo com um ntimero consideravel de objetos.

Ntumero de objetos: 3

Numero total de segmentos: 1536

Numero total de caixas: 3069

situacdao

tempo em sequndos

numero de caixas comparadas

(a)

b)
¢)
a)

TN N S

0.0001
0.003
0.007
0.01

35

171
343
459

Figura 6.7: Resultados da execu¢ao de quatro situacoes de trés objetos de 512 seg-
mentos cada um, seqgundo a Figura 6.6.



Capitulo 7
Tratamento de pontos de contatos

O tratamento de colisoes e contatos tem como objetivo principal evitar as interpene-
tragoes entre objetos, modificando apropriadamente a tendéncia de seus movimentos
[MoorWhil88, Hahn88, Baraff89, Baraff92, Kamat93, Mirtich96]. Nesta etapa de ani-
magao, deve-se levar em conta a elasticidade e fricgao das superficies em contato, que

ocasionam perdas de energia cinética no momento de colisao.

As colisoes causam descontinuidade nas velocidades dos corpos, enquanto os con-
tatos continuos causam a descontinuidade nas aceleragoes, devido as forcas que atuam
em cada corpo. As descontinuidades de velocidades é estabelecida por impulsos, de
acordo com as leis de conservacao de momento linear e angular dos corpos. As des-
continuidades de aceleracgoes, na visao dinamica, envolvem adi¢cao ou eliminagao de
restrigoes de aceleragoes nos objetos. O paradigma classico de conservagao de momen-
tos € bastante aceito no calculo de impulsos. Existe ainda outro método de calcular
impulsos exatos considerando as variacoes das velocidades durante o impacto, abor-

dagem seguida por Mirtich [Mirtich96].

A sequéncia tradicional para resolver colisdes e contatos consiste em, primeiro,
tratar as colisoes no nivel de velocidades e, depois, alterar as aceleragoes, porque o
calculo das aceleragoes geralmente requer que as alteracoes geradas pelas variacoes

das velocidades sejam conhecidas [Hahn88, Cremer89, Baraff92].

As colisdes podem ser resolvidas por métodos analiticos ou de penalizagdo. O
método analitico se baseia na conservagao dos momentos linear e angular de cada

corpo envolvido na colisao; este método é tradicional e mais barato na resolugao de

110



111

colisdes [MoorWhil88]. J4 o método de penalizacio aproveita os principios da forga

de mola que, inseridas entre os corpos no ponto de colisao, evita as interpenetragoes.

Os contatos continuos podem ser tratados de trés formas, através do método
de penaliza¢do, do método dinamico e do método baseado em impulsos. O método
de penalizagao, do mesmo modo que no tratamento de colisoes, consiste em inserir
temporariamente forcas de mola entre os corpos no ponto de contato; estes, com
suas propriedades, mantém os corpos sem interpenetragdes [MoorWhil88, Witkin94,
TerWit88, Amirou92, Christo94]. O método dindmico consiste em se formular os
contatos mediante as leis da dinamica. As equagoes resultantes sao, de modo geral,
quadraticas, devido a presenca de restricoes de aceleragoes, e sua solugao envolve
sofisticadas técnicas numéricas de resolugoes de equagoes de restrigoes simultaneas,
paradigma proposto inicialmente por Lotstedt [Lotstedt81], e enfatizado em [Baraff92,
Cremer89]. O método baseado em impulso, também é formulado mediante as leis
fisicas, mas evita a restricao de aceleragoes devido a hipétese de que nao existe um
repouso absoluto de corpos em contato continuo; em vez disto, eles sofrem uma série
de micro-colisées. Portanto, por este critério, todo tipo de contato deve ser resolvido
como sendo uma colisdo, ou seja através de impulsos [MirtCan94, Mirtich96]. Este

paradigma foi proposto inicialmente por Hahn [Hahn88].

Tanto o método dinamico quanto o método baseado em impulso sao métodos
analiticos; a diferenca estd no tratamento de contatos continuos, como explicado an-
teriormente, sendo mais simples o método baseado em impulsos. Como o método
dinamico requer técnicas de complementaridade para resolver sistemas de equagoes
diferenciais de segundo ordem com restrigoes, ele nao é apropriado para animagao em
tempo real, porque a resolucao de métodos de complementaridade é computacional-

mente cara. Por outro lado, o método fornece resultados fisicos exatos.

Neste capitulo sao classificados analiticamente os pontos de contato, formulam-se e
resolvem-se as equagoes de impulso baseado no principio de conservacao de momentos,

e finalmente tratam-se os contatos como sendo micro-colisoes.
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7.1 Pontos de contato

Chama-se ponto de contato entre dois objetos A e B a um ponto comum p definin-
do um ponto de colisao ou um ponto de contato continuo; para maior detalhe ver
[Baraff92, Rivera96]. Um ponto de colisdo, também conhecido como ponto de impac-
to, é um contato instantaneo, de tempo de duracao apenas infinitesimal, enquanto o
ponto de contato continuo tem uma duracao finita. Estes contatos sao classificados

por suas velocidades relativas, definidas como

vr(t) = Pa(t) — Py(1), (7.1)

onde p,(t) e p,(t) sdo as velocidades de p em relacdo aos corpos A e B, respectiva-

mente. A velocidade de um ponto (p, relativa a A, e p, a B) é definida como
P,(t) = v,(t) + wu(t) Xy, com v, =p,(t) — X.(t), (7.2)

onde v,,w, ¢ X, sao velocidade linear, velocidade angular e posi¢ao de centro de

massa do corpo A, respectivamente.

Se considera temporariamente um sistema de coordenadas no ponto p, cujo eixo
vertical é definido pelo vetor normal v (vetor normal de B para A no ponto p). O

eixo horizontal é definido pelo vetor tangente de contato.

A velocidade relativa, v,., pode ser decomposta em wvelocidade relativa normal
V,el_n, cOm vetor unitario coincidente com a normal 1, e velocidade relativa tangencial
Uyt que estd no plano tangente com vetor unitario ¢, tal como mostra a Figura 7.1.

Assim,

Vpel.n — Urel_n-ﬁ' (73)

Upel_t = Urel_t-t = Upel — Uyel_n, (74)

onde os escalares v,;_, € U,o_; sao obtidos pelo produto escalar do vetor v, com n

e t, respectivamente:
Urel_n = Uypel - € Upel_t — vrcl-t-

O vetor unitario da velocidade relativa tangencial, ¢, é definido como

N Vpel — Urel_n
i = 7.5
|| Vrel — Urel_n || ( )
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No caso tridimensional, o vetor unitario ¢t estard no plano tangente, portanto de-
verd se decompor em dois vetores unitarios ortogonais ¢ e j, ver [Baraff92, Mirtich96,
Hahn88]. Mas no caso bidimensional, ¢ é indicador suficiente da dire¢ao tangente de

contatol.

Considerando o escalar v,._, da velocidade relativa normal, sao classificados os

pontos de contatos em:

® v, > 0: separacao, indica que A e B estao se separando no ponto p,
® U, < 0: colisao, indica que A e B estao se interpenetrando, e

® v, , = 0: continuo, indica que A e B estao em contato continuo em p.

7.2 Impacto baseado em impulso

Quando existe uma colisao todas as forgas externas sao ignoradas; somente sao consi-
deradas as forcas impulsivas. A forga impulsiva, chamada também de forga de colisao,
(f.) atua entre os corpos em contato, gerada como uma rea¢io de um corpo pela agao
do outro no ponto de contato. Esta forca é composta por uma forga de restricao de

interpenetracao (f,,) e uma forga de fric¢ao (f,),

fc:f'n—i_ft‘ (7-6)

A forca de restri¢ao nao produz trabalho, e é uma forca na direcao da normal n. J&
forga de fricgao f; tem direcao ¢, e produz trabalho por dissipagao de energia cinética

devido a fricgao de contato.

A forga de contato, atuando nos pontos de contato durante o intervalo de tempo
infinitesimal, At, produz a variagao do momento linear e angular dos corpos que

colidem. A agao da forgca impulsiva durante At é o impulso, definida como

J = /At £.dt. (7.7)

O impulso J é o parametro vetorial que faz mudanca das velocidades dos corpos

para evitar a interpenetracao. A conservagao de momento linear e angular estabelece

1Caso a colisdo for estrictamente vertical no frame local de colisdo, a velocidade tangencial poderia
ser nula, por tanto t =0
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a relagao de impulso com as velocidades dos dois corpos em colisao, A e B, como

mavj[ = muv,+J

myvy = myvy—J (7.8)
ILw! = ILw,+7r xJ

Liwf = Lw,—7ryxJ (7.9)

I; é o momento de inércia do corpo ¢, v; e w; sao velocidades linear e angular antes

+ +
i €W

da colisao, e v sao as velocidades linear e angular de ¢ apds a colisao. Na
realidade, os elementos que permanecem constantes durante a colisao sao I;, a massa
m; e a posigao de contato r; ([MacMilla36, Mirtich96]). O termo r; X J é o torque

impulsivo gerado por J no corpo .

Para resolver as equacoes de conservagao de momentos, é necessario considerar as

condigoes de contato: restituicao de colisao e friccao de contato.

O principto empirico de Newton, que vincula a condi¢ao de restituicao com a
velocidade, é dado por

vt = —EUel s (7.10)

rel_n

onde v,.q_, é a componente normal de velocidade relativa definida em (7.3). Como
as duas superficies podem ter coeficientes de restituigao diferentes, para um ponto de

colisdo, se considera ¢ = min {,, &}

A condigao de friccao afeta somente a velocidade relativa tangencial, v, =
Urer_t-t. Assim, a forga tangencial, f,, atua no sentido contrario de v,_;, de modo
que

f.=—fit. (7.11)

A ler de Coulomb, que estabelece a friccao como uma relagao empirica entre a forga

normal e a forca tangencial, é dada por:

s€ Upey t 20 = fi = . fn,
se Vg ¢+ =0 = fi < p.fn- (7.12)

A constante p é o coeficiente de friccao, que depende do material e rugosidade da
superficie do corpo em contato. Neste caso, se considera y = max {iq, i}, j& que

os coeficientes de friccao entre duas superficies podem ser diferentes.
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A primeira condi¢ao da regra de Coulomb, (7.12) (v,e—+ # 0) indica que a forga
de friccao é dindmica, enquanto a segunda (v,;—; = 0) indica que a forga de fricgao é
estatica. Tipicamente, o coeficiente de fricgao estatica (i q) € maior que o coeficiente
de friccao dinamica (ft4ynq), mas para os efeitos de calculos de forgas de contato, neste
trabalho, nao se fara distingao entre ambas as fricgoes. Além disso p nao depende da

velocidade relativa tangencial.

Neste trabalho, o coeficiente de friccao, u, para cada ponto de contato é obtido
a partir das perturbagoes da superficie do objeto, definido na Secao 5.5, variando ao

longo da superficie de cada corpo.

Para resolver um ponto de colisao com as formulagoes acima indicadas, € co-
mum considerar as condigoes da regra de Coulomb, (7.12), uma por vez [MacMilla36,
Hahn88, Kamat93, MoorWhil88|. Sendo assim, o ponto de colisdo se resolve em dois

Passos:

e Primeiro passo, supoe-se que existe um atrito alto o suficiente, de forma a
cumprir a segunda regra de Coulomb (fricgao estatica). Para isto serd necessério

que

Vyet = 0. (7.13)

Com esta condicao, o sistema de 10 equagdes (8 de (7.8) e (7.9), 1 de (7.10) e 1 da
tiltima suposigao) e 10 incégnitas (v, v, w}, w; e J) é tipicamente resolvido
por um método tal como o de eliminacao de Gauss-Jordan ou decomposigao LU
[PrTeVe+92, ChaCan85]. Com os resultados obtidos, é verificada a restrigao
estatica:

Jt < ,U.J”.

Se esta for satisfeito, os resultados obtidos sao corretos; caso contrario, a su-
posi¢ao (7.13) é errada, e portanto, v,._; # 0. Deve-se passar para o segundo

passo.
e Segundo passo, deve ser cumprida a condigao de fricgao dinamica,

Ou seja, J.t = pJ.n. Com esta condigao deve-se resolver novamente o sistema

das 10 equagoes, ja que v,._¢ # 0 afeta o valor de J,, da fricgao dinamica.
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A resolucao do sistema de equagoes acima definidas para um tnico ponto, pode
ser simplificada para uma simples expressao de avaliagao do valor de J; deste modo,
evita-se o uso de métodos resolvedores de sistemas de equacoes lineares. Uma vez
obtido o valor de J, as velocidades apds a colisao sao computadas diretamente por

(7.8) e (7.9). Na préxima segao aborda-se a simplificacao das equagdes de impactos.

Figura 7.1: Colisdo entre A e B, indicando alguns elementos que sdo considerados na
andlise de colisao. O eixo vertical do sistema de referéncia de colisdo € alinhado com

o vetor normal.
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7.2.1 Impulso em um ponto de contato

O sistema de equagdes para colisdes sem atrito, conformada por (7.8), (7.9) e (7.10),
pode ser reduzido para uma dnica expressao que computa .J,. A reducao formal
deste caso é apresentada em [Rivera96, Baraff94]. Baseado nesse método, formula-se
o calculo de impulso para uma colisao, combinando as equagoes estabelecidas na segao

anterior.

O vetor de impulso J é expresso em termos dos vetores unitarios normal e tan-

gencial, n e t, e os médulos respectivos J,, e J;, como
J=J,.n—J.t, (7.15)
que representa a expressdo apds a integracao de (7.6).

A velocidade do ponto p, apés a colisdo, combinando (7.2) com (7.8) e (7.9), é
dada por

i = Pt %J + [N (ra x J)] x 74

a

1
J — (7o, 74)J

a

= Pat

1
= p,+ [—1 — (i«aIaliﬁ,,)] J,
mg

onde #, é a matriz antissimétrica dual do vetor 7, = (741, ra2,7a3) definida como

0 —Ta3 Ta2
Ta = Ta3 0 —Tal 9
—Ta2 Tal 0

e 1 é a matriz de identidade. O mesmo critério ¢ seguido para p;, com a diferenga de

que J atua sobre B no sentido contrario ao de sua atuacgao sobre A:

i i 1 -
Pl =py— |—1— (7 d,'7)| J.
my
A velocidade relativa do ponto de contato, (7.1), é expressa combinando as ex-

pressoes acima,
+ oot ot
Vet = Pa — Py

J

1
1— (i«aIalf»a)] J+ [—1 — (7 d, ' 7)

mp

. ) 1
m

a

11
= v+ [( + —) 1— (oI, + i«blb—lrﬁb)] J.
mg mp
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Consequentemente pode-se expressar a velocidade relativa de um ponto apds a colisao
como
v = v+ K.J, (7.16)

onde a matriz K, chamada matriz de colisdo, é definida como

1 1
K = (— + —) 1— (7o, '7 + 70, ') . 7.17
o (Pud, oI, ' 7) (7.17)
Esta matriz é fundamental no calculo de colisoes, por isso € necessario analisar suas
propriedades.
Lema 7.1 A matriz S; = —i’iI,lei da expressio (7.17) € constante, simétrica e

positiva semi-definida.

Prova: S; é constante ji que 7; e I, * sdo constantes durante a colisdo. Como I;* é
simétrica e positiva definida, e #; é antisimétrica, S;TF = 5,, portanto S; é simétrico.

Seja um vetor arbitrario @ de forma que

wTSjw = —CBT’;’Z'Ifl'Fiw = (';“ZSL')TIjl(’;‘Z(B) = (7‘1- X :L‘)TI;l(rZ- X aj)

2

Desde que I ' é positiva definida, (r; x ®)TI;(r; x ) é nio negativo, portanto S;
é positivo semi-definido.

%

Teorema 7.1 A matriz de colisio K, definida em (7.17), de dois corpos A e B em

colisdo, € constante, nao singular, simétrica e positiva definida.

Prova: Como os elementos massa m;, tensor de inércia I, e posigao de pontos de
contato r; sao constantes durante o intervalo de colisao, a matriz K é constante.
Para as outras propriedades, K ¢é a soma de trés matrizes simétricas positivas defi-
nidas: produto de escalar por matriz identidade, que é simétrica positiva definida;
S, = —f‘aI(jlf'a e S, = —i“bIb_li;b. Segundo o lema anterior, S, e S, sao constantes,
simétricas e positivas semi-definidas, portanto K, que é dada pela soma de trés ma-
trices simétricas, das quais uma € positiva definida e duas sao positiva semi-definidas,

é simétrica positiva definida, que implica que ela é nao singular.

%
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O Teorema 7.1 garante que K é inversivel, logo (7.16) pode ser reformulada como

J =K v}, —v.q). (7.18)

rel

Teorema 7.2 Em uma colisao com friccdo, o impulso para verificacio de fric¢ao
estdtica € dado por

J = —K71(0T61 + 8.2)7«61_”.73,).

Prova: A regra de Newton, (7.10), afeta somente a componente normal da velocidade

relativa, ou seja,

+ ot ~
V) = Vg ot — Vg,
que substituida em (7.18) seria

_ gl -
J = K (v, .t —€Vpei_pn. Tt — Vpe)

= —K Yvpq+evnn)+o, , K1t (7.19)

Na fricgao estética v, , = 0; com isto (7.19) passa a ser uma simples expressdo de

avaliagao de valores constantes. Assim

J = K (0. + £.0p01_n-T). (7.20)

Se a colisao for de friccao estatica, deve satisfazer J; < u.J,,. Caso contrario, a
s ’ t n )

colisao tem fricgao dinamica satisfazendo J; = uJ,.

A componente normal de impulso em uma colisao com fricgao dinamica é obtida
a partir de (7.16), combinando com (7.15), e considerando a restrigao negativa da
componente normal da velocidade relativa. Como a velocidade relativa apés a colisao
é dada por
vl = v + K(J,n — Jit),

a condi¢ao da fric¢ao dindmica (J; = u.J,, > 0) implica

vl = v+ S (KA — uK 1),
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+

rel_n = _€U1‘el_71,, Obté].n—se

Multiplicando ambos os lados por 7, e substituindo v
—EUrein = Vpetn + Jn (K A — pin. K 1)

Como um contato é considerado colisao quando v, ,, < 0, entao v, = —evpen > 0.

rel_n

Logo
Vpetn + (M. K. — un. K.t) > 0.

Isto quer dizer que

i K.t — K. f < v,

e, portanto, a componente normal do impulso de friccao dinamica é dada por

J = (1 + g)'U'rcl_u ‘
"o Kt—nK.n

Um caso particular da expressao do impulso de fricgao dinamica ocorre quando
1 = 0. Neste caso, a for¢a de contato nao tem componente de friccao, portanto nao
existe fricgao na colisao (similar ao apresentado em [Rivera96]). Note que n.K.n > 0,

ja que K é simétrica e positiva definida. Tem-se, portanto, o seguinte teorema.

Teorema 7.3 A componente normal de Impulso de uma colisco sem atritos € dada

por
(1 + g)vrcl_n

Jn = —
n.K.n

7.3 Contato continuo

Dois objetos estao em contato continuo em um ponto p quando a componente normal
de sua velocidade relativa é considerada zero (ou seja, v.q_, ~ 0). Na abordagem
baseada em restri¢oes [Baraff92], a dinimica deste tipo de contatos é analisada através
de aceleragoes relativas. Na abordagem baseada em impulsos, nao serd necessario
fazer uma andlise ao nivel de aceleragoes, ja que se parte da hipotese de que cada
par de objetos em contato continuo estao como se estivessem em constantes vibragoes

minimas; isto é, estao em constantes micro-colisoes, seguindo uma trajetoéria balistica
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[Mirtich96, Hahn88]. A componente normal da velocidade relativa inicial, v,e_, é
limitada por
—Upeln < /29, (7.21)

onde g é a aceleragao da gravidade e A é a tolerancia de contato definida na Segao
5.1. Com este critério, a perturbagao da componente normal da velocidade relativa
é calculada em func¢ao da profundidade de penetracao § do ponto de contato na
tolerancia A, como

Urel_n = — 295

7 . 7’ . —~ 7 . . f)
A férmula acima é deduzida da equagao classica da velocidade UJ% = v5+2gA, onde
vy € a velocidade inicial do corpo. Aqui, v, é a velocidade relativa normal, v,.;_,, antes

de tratamento de contato.

O coeficiente de restituicao para contato continuo, ¢., também depende do grau
de profundidade de penetragao § no intervalo de tolerancia A. Deve-se ter, necessa-
riamente

0<8§<A

A Figura 7.2 mostra a relagao de § com A para um ponto de contato.

///////;——\\\\\\\\§/////A@

A
L _

p(t) externo

f(t)

interno

Figura 7.2: Um ponto de contato com o grau de penetragdo d no intervalo de tolerancia

A.

Se € é o coeficiente de restituigao normal, usada para andlise de colisoes, tem-se

0 < e < 1, e considera-se um coeficiente de restituicao maximo ¢,,4,, de forma que
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£ < e.(8) < €max- O coeficiente de restituicao £.(5) adotado é dado por uma curva
de segunda ordem com minimo em 6 = 0:
Emar — €
€C((S) = T(SQ + .
A Figura 7.3 mostra o comportamento da curva £.(6) entre € e €,,4, ao longo da

profundidade de penetragao do ponto de contato no intervalo de tolerancia \. Assim,

esta fungao da maior restituicdo quando maior é o valor de 6.

Em vista de que \; nao é constante em toda a superficie de um objeto, a restituigao

para contato continuo para um par de objetos é dada por

g, = max {e.(6;),7 = a,b}.
O valor de €,,,, pode ser a maior das constantes de restituicoes do sistema, mas
um valor préximo a 1, por exemplo €,,,. = 0.9, funciona adequadamente produzindo

uma vibragao minima dos corpos para manté-los em repouso.

€ma

€c

0 -

Figura 7.3: A funcdo que define coeficiente de restituicao para dinamica de contato
continua. O wvalor de coeficiente de restitui¢do depende do grau de penetra¢do no
intervalo de tolerancia A.
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7.4 Exemplos de resultados obtidos de simulacao
dinamica

Nesta segao sao apresentados alguns exemplos de animagao de objetos, onde os seus

comportamentos dependem da complexidade dos atributos fisicos de suas superficies.

Comportamento de atritos

Na dinamica entre dois corpos ocorrem uma série de eventos esperados. Em uma cena
com varios corpos, cada par de corpos experimenta eventos similares. Por isto, seria
dificil mostrar o comportamento de atrito de superficies irregulares em uma cena de
multiplos objetos. Neste sentido, considerou-se conveniente, para o comportamento
de atrito, uma cena composta de um corpo esférico e um bloco horizontal, Figura 7.4.
Ao rolar a esfera sobre a superficie plana horizontal, detecta-se o atrito que varia em

cada ponto de contato.

- o D

(¢) (b)

Figura 7.4: Um exemplo de dinamica de contato para um objeto esférico que se mo-
vimenta sobre um objeto horizontal:(a) estado inicial; (b) estado em animagao.

Na Figura 7.5 pode-se observar o comportamento do atrito de contato durante a
movimentagao do objeto esférico sobre o bloco horizontal em repouso, variando os
tipos de rugosidades distribuidas nas suas superficies. Na parte (a) da figura mostra-
se o comportamento de atrito constante (similar ao método tradicional de se definir
atrito constante em toda a superficie). As outras figuras mostram a variagao de atrito
em cada ocorréncia de colisao, em diferentes pontos da superficie. Nessa figura, foi
necessario unir os pontos de atrito de cada colisao, porque pontos separados nao

seriam perceptiveis para diferenciar suas tendéncias.
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Figura 7.5: Comportamento do atrito em evento de colisao do corpo esférico em mo-
vimento sobre a superficie horizontal em repouso, com tipos de rugosidades variadas,
para esfera - bloco horizontal: (a) tipo_1 - tipo_1; (b) tipo_1 - tipo_2; (c) tipo_1 -
tipo_3; (d) tipo_2 - tipo_2; (e) tipo_2 - tipo_3; (f) tipo-3 - tipo_3.
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Comportamento da velocidade relativa tangencial

Quando um corpo se movimenta em relagao a outro, gerando contato com atrito, é
légico que sua velocidade relativa tangencial diminua constantemente até se anular.
Nesta dltima fase, com velocidade relativa tangencial zero, os corpos estao em repouso
e em contato. A velocidade relativa normal também pode ser zero, mas no paradigma

de microcolisoes, existe uma velocidade relativa normal minima diferente de zero.

A Figura 7.6 mostra a evolugao da velocidade da bola rolando sobre um bloco
horizontal, apresentado pela Figura 7.4. O comportamento de atrito na dinamica de
contato para cada cena mostrada é do tipo (a) e (e) da Figura 7.5, respectivamente.
Como € légico, a bola rolando sobre o plano horizontal decrementa lentamente sua

velocidade, apessar dos atritos constantes e variados, o que nao ocorreo com corpos

deslizantes.
1.0 1.0
0.9 0.9
0.8 0.8
(o] )
3 0.7 3 0.7
5 0.6 5 0.6
(=] (=]
1’_ 05 E 05
8 04 8 04
0.3 0.3
0.2 0.2
0.1 0.1
0.0 0.0
0 30 60 90 120 150 180 210 240 270 300 0 30 60 90 120 150 180 210 240 270 300
passos tempo passos temno

(a) (b)

Figura 7.6: FEvolugcao da velocidade da bola rolando sobre wma superficie horizon-
tal: (a) velocidade com atrito mostrado na Figura 7.5(a); (b) velocidade com atrito
mostrado na Figura 7.5(¢e)

A Figura 7.7 mostra um exemplo onde um objeto de geometria arbitraria é jogado
sobre uma superficie horizontal estatica, sobre a qual ele desliza até parar. No teste, o
objeto superior tem uma velocidade tangencial relativa inicial de 10.00 unidades, que
para efeitos do grafico estd normalizada para o intervalo unitario (10 a 1), de modo
que esta velocidade diminui, dependendo das rugosidades, até atingir zero, tal como
mostra a Figura 7.8. A curva na Figura 7.8(a) mostra o comportamento da veloci-

dade relativa tangencial dos blocos em contato com rugosidades variadas do mesmo
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tipo; a Figura 7.8(b) indica que a velocidade do corpo superior varia rapidamente
na parte mais rugosa do bloco horizontal, e a velocidade é quase constante quando
existe contato na parte de blocos com rugosidade quase nula. Neste ultimo exemplo,
considerou-se que o bloco superior tem rugosidade minima e o bloco horizontal tem

partes mais rugosas e partes lisas.

D (5
- DA D

(estado inicial) (estado durante a simulagdo)

Figura 7.7: Um corpo de geometria irreqular sendo deslizado sobre uma superficie
horizontal estdtica.

No exemplo, observa-se que em cada caso de contato existem varios pontos de
contato, que sao tratados sequencialmente, e para cada ponto possivelmente existe

um coeficiente de friccao diferente dos outros.

1.0 1.0
0.9 0.9
0.8 0.8
(o] (]
8 0.7 3 0.7
5 06 5 06
(=] o
T 05 T o5
8 04 8 04
0.3 0.3
0.2 0.2
0.1 0.1
0.0 0.0
0 30 60 90 120 150 180 210 240 270 300 0 30 60 90 120 150 180 210 240 270 300
passos temoo passos temoo

(a) ()

Figura 7.8: Comportamento da velocidade relativa tangencial de contato dos corpos
da Figura 7.7: (a) quando ambos os corpos tém rugosidades variadas; (b) quando o
corpo mdvel tem rugosidade nula e o horizontal fizo tem rugosidade variada (rugosa,
lisa € rugosa).
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Comportamento de multiplos corpos irregulares

Para exibir alguns exemplos de miltiplos objetos com superficies irregulares, considerou-
se, primeiramente, objetos com rugosidades das bibliotecas atribuidas nas suas su-
perficies refinadas; depois, apresentam-se outros exemplos com andlise da dinamica

de contatos em objetos irregulares de multiplas resolugoes.

No primeiro caso, apresenta-se um exemplo de simulacao do comportamento de
varios corpos irregulares, composto de quatro corpos em movimento e dois corpos
irregulares fixos. Foram atribuidos na suas superficies refinadas rugosidades de tipo_2
da biblioteca, e diferentes coeficientes de restituicao ao contato para cada corpo da
cena; com isto, o comportamento dos objetos corresponde ao esperado. A Figura 7.9

mostra a sequéncia de comportamentos a cada 30 quadros de animagao.

N N
——\_ \

~—D D

(situagdo inicial)

Figura 7.9: Simulacdo do comportamento de quatro objetos em movimento sobre um
bloco fixo de superficie irregular. Cada corpo tem rugosidades variadas nas suas
superficies refinadas e diferentes coeficientes de restituicao ao contato.



7.4. Exemplos de resultados obtidos de simula¢ao dinamica 128

Um segundo exemplo de comportamento de miultiplos objetos irregulares, com
rugosidades variadas (tipo_2) atribuidas as suas superficies refinadas e diferentes coe-
ficientes de restituicao, é mostrado na Figura 7.10. A seqiiéncia mostra um bloco
horizontal fixo de superficie irregular com objetos livres, formando a palavra “gra-

2

fica”, e uma esfera se movimentando com uma velocidade inicial que colide com o

objeto “g” da sequéncia, distribuindo-os por efeitos de colisoes multiplas.

A Figura 7.11 mostra uma seqiiéncia de situagoes nas que os objetos se encontram
quando eles tém rugosidades variadas tipo_3. Observa-se que o comportamento dos
objetos é um pouco diferente daquele da Figura 7.10 devido ao tipo de rugosidade de

suas superficies refinadas.

A Figura 7.12 mostra um conjunto de objetos de geometrias arbitrarias, repre-
sentados em sua versao mais refinada e nas duas versoes mais grosseiras de niveis
vizinhas. O resultado das animagoes relativas a estes dois niveis grosseiras é mos-
trado na Figura 7.13. Observa-se que, conforme esperado, o nivel de rugosidade (e,
portanto, de atrito) é maior na versdo de menor resolugdo, o que faz com que se

observe uma pequena variagao nos quadros relativos a esta versao.



7.4. Exemplos de resultados obtidos de simula¢ao dinamica 129

O

et crafen

/
/
b/w

(o) (t)

—
c T —_
\\ / s \\ ™ \ \/ T b N
D [ -~ ) [ D

= ——
\\ \ T \ N\ B -
) D ) (=D

I o T
35 - &,

(9) (h)

Figura 7.10: Simula¢do do comportamento de multiplos objetos de superficies refina-
das irregulares com rugosidades tipo_2.
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Figura 7.11: Simulagdo do comportamento de multiplos objetos de superficies refina-
das irregulares com rugosidades tipo_3.
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<

(a): versdo refinada

(b): versao grosseira de primeiro nivel

@

(c): versdo grosseira de sequndo nivel

Figura 7.12: Um exemplo de trés objetos de geometrias arbitrdrias em trés resoluc¢ées.
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Figura 7.13: Seqiéncia de quadros gerados pela animagdo de trés objetos rugosos de-
finidos por sua geometria de primeiro e sequndo nivel de resolugdo: coluna b definida
por resolugao de primeiro nivel (-1); coluna ¢ definida por resolugdo de segundo nivel

(-2).



Capitulo 8
Conclusoes e trabalhos futuros

Cada etapa do modelo abordado neste trabalho foi implementada na linguagem C,
usando-se os pacotes graficos [UP/LED e CD desenvolvidos pelo grupo de tecnologia
de computacao grafica da PUC-Rio. Em cada capitulo se discutem mais de uma
abordagem correspondente a etapa de referéncia, sendo que, em alguns casos estas

sao validadas com resultados comparativos apds a sua respectiva implementagao.

No projeto, nao se incorporou a sintese da imagem realista, mas se formula um
método para criar animagoes considerando os elementos basicos das caracteristicas
fisicas da superficie dos objetos do mundo real, simulados em 2D. Neste capitulo,
comentam-se as conclusoes gerais e parciais do modelo proposto, e, finalmente, propoem-
se trabalhos futuros para modelos de animagao, e extensoes dos modelos parciais para

suas aplicagoes em outros problemas.

8.1 Conclusoes

O trabalho desenvolvido propoe uma abordagem para modelar animagoes de objetos
de geometria arbitraria, integrando as suas caracteristicas geométricas. Com este
objetivo, usam-se técnicas como analise de multiresolu¢ao dos objetos, que permite
a criagao eficiente de estruturas hierarquicas de caixas envolventes de segmentos de
superficies. Tais técnicas também sao usadas com o objetivo de relacionar facilmente

os coeficientes de detalhe com as rugosidades das superficies dos objetos.

133
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Os resultados dos exemplos mostrados validam a eficiéencia do modelo desenvol-
vido. Observa-se que a integragao das caracteristicas geométricas dos corpos com a
dinamica ¢é fundamental para a producao de comportamentos interessantes dos corpos
em animagao. Uma pequena variagao de alguma caracteristica da superficie, como

uma pequena perturbagao, pode permitir a variagao de seus comportamentos.

Uma combinagio adequada de estruturas hierdrquicas (estaticas) com procedi-
mentos analiticos, na detecgao de colisdes, permite uma operacao computacionalmen-

te eficiente, em particular quando se envolvem objetos de geometria arbitraria.

Sendo de que o modelo desenvolvido é composto de varios sub-mddulos, nao se
pode ignorar as contribugoes de cada um desses sub-mddulos. Note-se que as contri-
bui¢oes parciais, ao criarem diferentes modelos para a resolugao de problemas parciais,

auxiliaram no atingimento do ojetivo final.

No Capitulo 2 abordou-se a definicao de objetos de geometria arbitraria, tendo
em vista que os objetos no mundo real se apresentam dessa forma. Objetivando-se
a simulacao dinamica deste tipo de corpos, optou-se pela modelagem dos objetos
em curvas B-splines ctbicas peridédicas. A fim de se manipular a forma de obje-
tos, formula-se um método de livre deformacao de segmentos de curvas, criando-se
uma forma de se movimentar minimamente os pontos de controle relativos ao ponto
deslocado. Esta deformagao local se extende para deformacao global, baseada na
distribugao da deformagao nas resolugoes inferiores do objeto representado em muti-
resolugao por transformacao wavelet. Assim, um objeto de geometria arbitraria pode
ser redefinido de diferentes formas para que o mesmo se aproxime de uma descrigao
do objeto do mundo real. Desta forma, evita-se o uso de objetos aproximados com
faces poligonais ou por composigao de objetos de geometria conhecida. A forma de
redefinir a caracteristica de um objeto criado por manipulagao direta demonstra que

os objetos do universo de simulacao podem ser arbitrarios, sem limitagoes de forma.

A minima caixa retangular orientada, envolvendo todo o objeto, permite uma
rapida projegao para os eixos coordenados do universo da simulagao. Essas projecoes
permitem uma facil comparagao com outras caixas envolventes de outros objetos, de
forma a se detectar objetos proximos. Este processo é um dos artificios fundamentais
na minimizagao de tempo na detecgao de colisoes entre dois objetos, ja que permite

ignorar aqueles objetos que nao estao na situagao de colidir.
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A comparagao pela interse¢ao de um par de caixas orientadas, em uma estrutura de
arvore binaria, permite isolar rapidamente os pedacos de superficie que possivelmente
estao em contato tolerado. Para isto, a defini¢ao de tolerancia, para cada segmento
minimo da superficie, possul um papel muito importante. Ja a sua verificagao e os
calculos de pontos de contatos sao feitos por procedimentos locais, usando-se métodos

de subdivisao para a convergéncia rapida de métodos numéricos.

O MOBBtree para superficies curvas, proposto neste trabalho, permite que os
objetos de geometria arbitraria possam ser tratados como tais, sem serem aproxima-
dos a agregados de geometria conhecida ou segmentos poligonais. A forma de sua
construgao facilita a andlise de interferéncia espacial em qualquer nivel de resolugao
desejado dos objetos, sendo mais eficiente que a OBBtree devido a que as suas caixas

orientadas sao adaptadas ao comportamento dos pedacos das superficies envolvidas.

A inclusao de tolerancias nas caixas envolventes permite a identificagao da ru-
gosidade do segmento da superficie contida na caixa. Com isto, a caixa envolvente
conserva as propriedades geométricas de cada pedago da superficie do objeto, para
que na analise de contatos sejam consideradas como elementos geradores dos atritos
de contato. As propriedades conservativas das caixas basicas sao generalizadas para
as caixas superiores, em uma estrutura hirarquica de caixas, envolvendo um conjunto
de segmentos basicos do objeto. A representagao multiresolu¢ao do objeto facilita
a criagao dessas caixas superiores de forma que essas se adaptem e se ajustem aos

respectivos segmentos da superficie.

O refinamento por subdivisao de uma superficie refinada requer o dobro do espago
usado por essa superficie. Neste sentido, a representagao das rugosidades de niveis
mais superiores sao consideradas como ocorrendo em um intervalo de tolerancia. Es-
sas tolerancias incluem as perturbagoes do segmento da superficie, que podem ser
estimadas por procedimentos estatisticos. Em geral, neste trabalho se consideram
as perturbagoes mais refinadas representando as rugosidades da superficie em re-
feréncia, e estas, em cada segmento, definem as tolerancias respectivas, as quais sao

indispensaveis na analise de contatos do segmento com outro similar.

A distribuigao variada das tolerancias na superficie do objeto permite a aproxi-
magao do comportamento das rugosidades locais. Esta aproximacao facilita o calculo
de coeficientes de atritos variados na andlise de contatos. Este atributo permite que

o comportamento dinamico dos objetos se aproxime da realidade daqueles fornecidos
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pelas abordagens atuais, em que os coeficientes de atritos sao constantes.

No tratamento de contatos baseado na conservagao de momentos, nao é necessario
resolver um sistema de equacgoes lineares, que demanda maiores recursos computa-
cionais, sendo um dos fatores degradantes da performance da animagao. O sistema
de equagoes é reduzido a uma simples operagao de avaliagao de uma expressao de
constantes. Este fato permite que, na animagao, nao se demande muito tempo nem

espago adicional, na resolucao de sistemas lineares de equagoes pertinentes.

8.2 Trabalhos futuros

O modelo desenvolvido neste trabalho estd orientado ao espago tridimensional, a
excecao da modelagem de objetos. Somente os exemplos, com o propdsito de validar
o trabalho, foram feitos em duas dimensoes. Uma extensao imediata deste modelo
para tridimensional, se concentraria na parte de criagao dos objetos tridimensionais

e sua representacao em multiresolugao.

A modelagem de objetos, elemento fundamental para que o sistema funcione em
3D, pode se extender para este caso, usando-se superficies B-splines cibicas. A parte
da representacao de objetos 3D em multiresolugao é abordada em diferentes trabalhos
referenciados no Capitulo 2. A manipulacao direta dos objetos em 3D, com as técnicas

formuladas neste trabalho, é uma das propostas de trabalhos futuros para o autor.

A representacao de multiresolugao do objeto pode ser feita com outras abordagens
existentes, ao invés das transformadas wavelets, desde que essas mantenham a repre-
sentagao das médias de uma resolugao para outra, condi¢gao necessaria para a criagao
das caixas envolventes, conservando as caracteristicas geométricas das superficies, em

hierarquia.

Também seria interessante a pesquisa a respeito da restrigao do ntimero de ele-
mentos (pontos de controle ou segmentos) em cada nivel de resolu¢do. Neste trabalho
usaram-se elementos de poténcia de dois; seria, talvez, mais eficiente generalizar o
modelo para que seja independente do ntimero de elementos. Com este critério, na
criacao e manipulagao da arvore de caixas orientadas, nem sempre se manipulariam

arvores binarias balanceadas.
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O exemplo da Figura 2.8 inspira a se aplicar o modelo formulado aqui no proble-
ma de “cortes” de pecas nas manufaturas, de forma que cada objeto represente uma
peca que se deseja cortar de um material inteiro, que pode ser couro para sapatos,
tecidos, laminas metalicas, cartoes, etc. O objetivo dessas manufaturas é maximizar
o numero de pecgas de cortes, e minimizar os pedacos nao aproveitaveis do material.
A abordagem de Milenkovic [Milenko93] pode ser extendida usando-se o modelo pro-
posto neste trabalho e adicionando-se modelos heuristicos, de forma que permita a
movimentagao de objetos até que todos fiquem em uma situagao de contato continuo
(compacto). A heuristica permitiria mover-se um objeto que esteja em uma determi-
nada posicao, impedindo a reacomodagao dos outros que poderiam se encaixar bem
em outros lugares do universo da simulagao. Todo o processo de movimentagao dos
objetos no trabalho de Milenkovic é baseado em simula¢do dindmica (com colisGes
e contatos) com objetos poligonais. A tolerancia também seria importante neste es-
quema, ja que ela representaria a espessura do elemento de corte (faca), sendo que,
nas partes de maior variagao da derivada, a mesma deve ter valores maiores, devido

a movimentagao e dificuldades de giro do elemento de corte.

Animagoes com colisdes de corpos, causando deformagao quase fisica, também
podem ser extendidas a partir deste modelo. Desde que toda a superficie do objeto
esteja coberta por caixas hierdrquicas, uma deformagao de um segmento afetando um
namero de segmentos vizinhos, como visto no capitulo 2, permitiria recalcular rapi-
damente suas respectivas caixas, sem a necessidade de se recalcular todas as caixas
da estrutura da arvore. A deformagao dos segmentos vizinhos, como conseqiiéncia da
colisao, pode ser feita segundo a técnica de manipulagao direta de pontos em contato.
Assim, um ponto de contato se desloca para o interior do objeto em um segmento
Al, de forma que este seja originado do alongamento de uma suposta mola inserida
no ponto de contato durante a ocorréncia da colisao. Tendo um vetor de desloca-
mento Al, e um ponto de contato sobre o corpo, pode-se aplicar a livre deformagao
formulada no Capitulo 2 deste trabalho, para simular uma deformagao do corpo como

consequéncia da colisao.

Outra extensao deste modelo poderia ser a de permitir a ocorréncia de microde-
formacoes nas superficies dos objetos em friccao. Uma vez que os vetores de detalhe
definem as perturbagoes sobre a superficie do objeto, eles podem ser modificados em
magnitude e orientagao. Essas modificagoes, baseadas nas forcas de contato e di-

regao de velocidades relativas tangenciais de contato, poderiam ser aplicadas sobre
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os vetores de detalhe dos segmentos diretamente afetados pelo contato. Uma vez
alterados os vetores de detalhe, apds a reconstrugao (transformada inversa wavelet),
a superficie apresenta rugosidades alteradas. Este principio é interessante nas simu-
lagoes de corpos rigidos, ja que a superficie de um corpo, por mais rigida que seja,

sempre experimenta microdeformacoes de seus atributos.



Apendice A
Tabela de filtros

As semicolunas das matrizes de filtro, para multiresolu¢cao dos objetos, obtida pela
analise de multiresolucao biortogonal para B-splines cibicas, se apresentam nesta

segao. A relagdo de primal e dual denota-se por um par (primal, dual).

Para primal 4 (B-splines de ordem 4),

0.375 0.375
Pq= 0.25 e Bb=| —0.25
0.0625 0.0625
Para dual 2,
1.25 1.25
—0.15625 0.15625
Qq= e Aa=
—0.375 —0.375
—0.09375 0.09375
Para dual 4,
[ 1.00375 | [ 1.09375 ]
—0.273437 0.273437
—0.375 —0.375
Qq = e Aa=
0.00390625 —0.00390625
0.078125 0.078125
0.0195312 —0.0195312
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Para dual 6,

Qq

Para dual 8,

Qq

1.02539
—0.320435
—0.35791
0.0679932
0.112305
0.00671387
—0.0170898

| —0.00427246 |

0.986938
—0.345428
—0.342529

0.110291

0.127686

—0.0125122
—0.0324707
—0.00331116
0.00384521

| 0.000961304

Aa =

1.02539
0.320435
—0.35791

—0.0679932
0.112305
—0.00671387
—0.0170898
0.00427246

0.986938
0.345428
—0.342529
—0.110291
0.127686
0.0125122
—0.0324707
0.00331116
0.00384521

| —0.000961304 |
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Para dual 12,

[ 0.945082 | [ 0.945082 |
0.371282 0.371282
0.320374 ~0.320374
0.161443 —0.161443
0.137804 0.137804
—0.0478584 0.0478584

Qg | 00521088 .| 00521088

0.00775886 —0.00775886
0.014451 0.014451

0.000261068 —0.000261068

—0.0025177 —0.0025177

—0.000373721 0.000373721

0.000204563 0.000204563

| 0.0000511408 | | —0.0000511408 |

Nos processos de testes, na implementagao, foram usados filtros (4, 8).
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