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4.12 Algoritmo da divis~ao pela variância: quantiza�c~ao para 4 n��veis. . . . . . . . . 33
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Cap��tulo 1

Introdu�c~ao

Estaremos durante este trabalho estudando o problema de quantiza�c~ao de imagens.

O que �e quantizar uma imagem? De modo simples e objetivo, quantizar uma imagem

�e representar uma imagem que tem M cores por uma outra imagem que tenha N cores,

onde N < M . Geralmente estamos tratando do seguinte problema, temos uma imagem de

24-bits, ou seja, 16 milh~oes de cores e queremos represent�a-la com 256 cores. Este processo

de escolher as 256 melhores cores para representar as cores presentes na imagem de 24-bits e

depois mapear cada cor da imagem original nas cores escolhidas �e chamado de quantiza�c~ao

da imagem.

Assim, o principal objetivo da quantiza�c~ao de uma imagem colorida �e fazer o mapeamen-

to de um conjunto de cores usados na imagem original para um conjunto de cores muito

menor usado na imagem quantizada, que deve ser escolhido da melhor maneira de modo

a minimizar a distor�c~ao visual percept��vel. Entretanto, minimizar a distor�c~ao visual n~ao �e

uma tarefa muito simples e nem mesmo muito bem de�nida, devido a pap�eis complexos de

fatores tais como erros de quantiza�c~ao (discrepâncias num�ericas entre a imagem original e a

imagem quantizada), espa�co de cor (o sistema de coordenadas nos quais as cores e os erros de

quantiza�c~ao s~ao medidos), ambiente de vis~ao, conte�udo da imagem, considera�c~oes est�eticas,

e a experiência de quem est�a observando as imagens.

Quantiza�c~ao de imagens coloridas �e necess�ario quando mostramos imagens coloridas de

tons cont��nuos em monitores onde n~ao temos 24-bits para respresentar estas cores. Apesar

de hoje em dia as placas de v��deo estarem mais baratas e a maioria delas j�a nos possibilitem

mostrarmos imagens de 24-bits nos monitores, o estudo de quantiza�c~ao de imagens ainda �e

muito importante, visto a quantidade de novas publica�c~oes que est~ao sempre surgindo na

literatura.

Mesmo quando todos os computadores puderem contar com placas de v��deo capazes

de representar cores de 24-bits, a quantiza�c~ao de imagens coloridas ainda ter�a seu valor

pr�atico, assim podemos aliviar um espa�co consider�avel nos "frame bu�ers"para tarefas como

anima�c~ao, transparência, aplica�c~oes de janelas, e outras fun�c~oes gr�a�cas. Al�em disso, a

quantiza�c~ao de imagens possibilita a diminui�c~ao do tamanho f��sico ocupado por uma imagem,

possibilitando diminui�c~ao do espa�co espa�co necess�ario na armazenagem de imagens. Com

imagens menores, podemos diminuir a largura de banda para sua transmiss~ao que s~ao os
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gargalos em muitas aplica�c~oes, particularmente quando a computa�c~ao gr�a�ca �e integrada nos

sistemas multim��dia ou quando a tecnologia de HDTV (High De�nition Television) se tornar

comum.

Neste trabalho daremos uma introdu�c~ao �a imagem digital e seus elementos b�asicos. Ex-

plicitaremos o problema de quantiza�c~ao de imagens e as poss��veis estrat�egias para resolvê-lo.

Mostraremos v�arios algoritmos para quantiza�c~ao de imagens. A ênfase deste trabalho ser�a

em algoritmos de quantiza�c~ao de imagens que se utilizam de t�ecnicas de aglomerados, onde

apresentaremos uma nova proposta de algoritmo para quantiza�c~ao de imagens. Este estudo

termina com uma compara�c~ao entre os diversos algoritmos estudados.

Existem muitos trabalhos na �area de quantiza�c~ao de imagens. Nem todos os trabalhos

estudados est~ao sendo apresentados na tese, somente os mais relevantes ser~ao estudados.

Uma completa referência de todos os trabalhos da �area pode ser encontrada no �nal desta

tese.

Um breve resumo de cada cap��tulo pode ser visto a seguir.

Cap��tulo 2 - Discretiza�c~ao de Cor e Imagem Neste cap��tulo vamos de�nir o concei-

to de imagem digital e seus principais elementos. O problema de quantiza�c~ao de imagem

ser�a de�nido e analisaremos as estrat�egias existentes para realizarmos a quantiza�c~ao de uma

imagem.

Cap��tulo 3 - Quantiza�c~ao por Sele�c~ao Direta Uma estrat�egia de quantiza�c~ao por se-

le�c~ao direta ser�a o alvo de estudo deste cap��tulo. O algoritmo da populosidade, talvez o

primeiro algoritmo de quantiza�c~ao de imagem que se tem not��cia, ser�a apresentado, apresen-

tando seus pr�os e contras.

Cap��tulo 4 - Quantiza�c~ao por Subdivis~ao Espacial Os mais importantes algoritmos

de quantiza�c~ao que se utilizam da estrat�egia de subdivis~ao espacial ser~ao estudados neste

cap��tulo. A maioria dos algoritmos existentes se utilizam desta estrat�egia para quantizar

imagens. Dentre os m�etodos mais importantes que estaremos estudando neste trabalha,

podemos citar o algoritmo do corte mediano, o m�etodo de quantiza�c~ao mais utilizado.

Cap��tulo 5 - Quantiza�c~ao por M�etodos de Otimiza�c~ao Neste cap��tulo apresentare-

mos a id�eia de algoritmos de quantiza�c~ao que se utilizam de m�etodos de otimiza�c~ao. Na

pr�atica todo algoritmo de quantiza�c~ao tenta minimizar alguma coisa, quase sempre o erro de

quantiza�c~ao. Assim, estudaremos neste cap��tulo algumas t�ecnicas de minimiza�c~ao aplicadas

�a quantiza�c~ao de imagens.

Cap��tulo 6 - Quantiza�c~ao por Aglomerados Os algoritmos de quantiza�c~ao de imagens

mais recentes geralmente se baseiam em t�ecnicas de aglomerados. Neste cap��tulo faremos uma

breve introdu�c~ao �a an�alise de aglomerados e estudaremos alguns algoritmos de quantiza�c~ao

de imagens que se utilizam desta estrat�egia.
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Cap��tulo 7 - Quantiza�c~ao por Aglomerados Duplos Baseado em uma t�ecnica de aglo-

merados estamos propondo neste cap��tulo um novo algoritmo de quantiza�c~ao de imagens. O

algoritmo proposto apresenta resultados muito bons do ponto de vista perceptual e num�erico

apesar de ainda ser mais lento do que a maioria dos algoritmos.

Cap��tulo 8 - Conclus~oes Vamos concluir este trabalho com um estudo comparativo entre

os diversos algoritmos estudados. Neste cap��tulo daremos algumas outras utiliza�c~oes para

o algoritmo de quantiza�c~ao por aglomerados duplos. Tamb�em ser~ao apresentadas algumas

id�eias no sentido de diminuir o tempo de execu�c~ao do algoritmo e melhorar ainda mais seus

resultados.



Cap��tulo 2

Discretiza�c~ao de Cor e Imagem

Neste cap��tulo descrevemos o conceito de imagem digital e alguns de seus elementos

necess�arios para o desenvolvimento do estudo de quantiza�c~ao de imagens.

2.1 Imagem Digital

O objetivo �nal da maioria das aplica�c~oes de Computa�c~ao Gr�a�ca �e a gera�c~ao de uma

imagem. Assim sendo, o estudo da imagem digital e de sua manipula�c~ao no computador

(processamento de imagem) �e de grande importância dentro da �area.

Para representar e manipular imagens no computador temos que de�nir um modelo ma-

tem�atico apropriado para tal �nalidade. Usaremos o paradigma dos Quatro Universos para

nossos estudos sobre imagem.

2.1.1 Paradigma dos Quatro Universos

Este paradigma de abstra�c~ao (Gomes & Velho, 1995a) consiste em estabelecer quatro

universos (conjuntos), como mostrados na Figura 2.1.

Universo
Físico

Universo
Matemático

Universo de
Representação

Universo de
Implementação

Figura 2.1: Os quatro universos de abstra�c~ao.

O Universo F��sico (F) cont�em os objetos do mundo real os quais queremos estudar. Uma

descri�c~ao abstrata dos objetos do mundo f��sico est�a no Universo Matem�atico (M). O Universo

de Representa�c~ao (R) �e constitu��do das representa�c~oes discretas associadas aos objetos do

Universo Matem�atico. Finalmente, no Universo de Implementa�c~ao (I), os objetos j�a discre-

tizados do Universo de Representa�c~ao s~ao mapeados em estruturas de dados possibilitando

sua representa�c~ao no computador.
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Modelo F��sico de Imagem

Tudo que podemos ver no mundo real pode ser considerado uma imagem. Assim, devemos

entender uma imagem no Universo F��sico como o signi�cado intuitivo da propria palavra

imagem. Como exemplo de imagens podemos citar uma imagem da retina do olho humano,

uma imagem capturada por uma câmera de TV, uma fotogra�a, en�m, toda cena do mundo

real que vemos chega ao nosso c�erebro como uma imagem.

Modelo Matem�atico de Imagem

Tomando uma fotogra�a como exemplo, percebemos esta imagem como sendo impulsos

luminosos trazendo informa�c~oes de cor que chegam aos nossos olhos partindo de cada ponto

do espa�co desta fotogra�a. Assim, um modelo matem�atico natural para uma imagem �e uma

fun�c~ao de�nida em uma superf��cie bidimensional e que toma valores em um espa�co de cor.

Uma imagem consiste de uma aplica�c~ao que associa a cada ponto do plano uma informa�c~ao

de cor

f : U � R
2
�! Cn:

A fun�c~ao f �e chamada de fun�c~ao imagem. Chamamos de suporte geom�etrico da imagem

o conjunto U . O conjunto de valores de f , que s~ao as cores presentes na imagem formam

um subconjunto de C conhecido como gamute de cores da imagem. Para imagens coloridas,

temos um espa�co de representa�c~ao de cor tricrom�atico, em geral com as bases prim�arias R,

G e B - do inglês Red (vermelho), Green (verde) e Blue (azul). Neste caso, n = 3. Quando

n = 1, temos as imagens que apresentam somente uma cor - monocrom�aticas.

Modelo de Representa�c~ao de Imagem

Quando representamos uma imagem f : U � R
2 �! Cn devemos levar em conside-

ra�c~ao sua representa�c~ao espacial - que �e a representa�c~ao do conjunto suporte de U - e sua

representa�c~ao de cor - que �e a representa�c~ao do espa�co de cor de f .

Representa�c~ao Espacial O caso de representa�c~ao espacial de uma imagem que estamos

interessados �e a amostragem pontual uniforme. Considere o conjunto suporte como sendo o

retângulo

f : U = [a; b]� [c; d] = f(x; y) 2 R2 ; a � x � b e c � y � dg:

Discretizamos esse retângulo usando os pontos de um reticulado bidimensional4 = (4x;4y),

4 = f(xj; yk) 2 U ; xj = j � 4x; yk = k � 4y j; k 2 Z; 4x;4y 2 Rg;

conforme mostrado na Figura 2.2. A imagem �e representada pelos valores f(xj; yk) da fun�c~ao

imagem nos v�ertices do reticulado. Cada uma destas amostras �e chamada de pixel. Cada
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pixel (xj; yk) da imagem pode portanto ser representado por coordenadas inteiras (j; k).

Portanto a imagem pode ser representada de forma conveniente no formato matricial. Nessa

representa�c~ao ela est�a associada a uma matriz A de ordem m� n, A = (ajk) = (f(xj; yk)).

a b

c

d

Figura 2.2: Reticulado uniforme da representa�c~ao matricial da imagem.

Cada elemento ajk, j = 1; : : : ; m e k = 1; : : : ; n da matriz representa o valor da fun�c~ao

imagem f no ponto de coordenadas (xj; yk) do reticulado, sendo pois um vetor do espa�co de

cor representando a cor do pixel de coordenadas (j; k). Se a imagem for monocrom�atica, A �e

uma matriz real, onde cada elemento �e um n�umero real que representa o valor da luminância

do pixel.

Representa�c~ao de Cor O espa�co de cor �e representado pelo espa�co R3 , portanto o proble-

ma de representa�c~ao de cor �e o problema de representa�c~ao de n�umeros reais. Logo, devemos

saber quantos bits devemos utilizar para representar uma cor. Chamamos de resolu�c~ao de

cor da imagem ao n�umero de bits que utilizamos para representa�c~ao de cor no computador.

Como j�a mencionado, esse processo de discretiza�c~ao do espa�co de cor de uma imagem �e

chamado de quantiza�c~ao.

Do ponto de vista computacional a discretiza�c~ao de cor est�a relacionada diretamente

com o problema de discretiza�c~ao do espa�co R3 e temos op�c~oes de usar aritm�etica de ponto

utuante com 32 ou 64 bits. No entanto do ponto de vista de exibi�c~ao de imagens a quest~ao

�e mais delicada. O problema de discretiza�c~ao do espa�co de cor para exibi�c~ao de imagem �e

conhecido como quantiza�c~ao de cor.

2.1.2 Elementos da Imagem Digital

Uma imagem digital �e uma imagem f : U �! R
3 onde o suporte U e o espa�co de cores

est~ao discretizados. Esta imagem �ca caracterizada pelos seguintes fatores:

� resolu�c~ao espacial (n�umero de pixels);

� n�umero de componentes de cor (dimens~ao do espa�co de cor);
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� resolu�c~ao de cor;

Chamamos de gamute de cores de f ao conjunto de cores f(U) do espa�co de cor discre-

tizado, que �e �nito.

2.1.3 Histograma de Frequência de Cor

Valores de cinza da imagem

F
re

q
u
ê
n
c
ia

s

Figura 2.3: Histograma de uma imagem em tons de cinza.

Para muitas aplica�c~oes com imagens estaremos interessados em saber qual �e a distribui�c~ao

de probabilidade de cor de uma imagem.

Em geral, �e muito dif��cil saber a distribui�c~ao de probabilidade de cor de uma imagem.

Uma aproxima�c~ao dessa distribui�c~ao �e dada pelo histograma de cor. Nesse histograma asso-

ciamos a cada intensidade de cor c presente na imagem sua frequência de ocorrência, isto �e,

o n�umero de pixels na imagem que têm a cor c. A Figura 2.3 mostra a imagem das araras e

seu histograma. O eixo horizontal mostra a grada�c~ao dos 256 n��veis de cinza (de preto at�e o

branco) e o eixo vertical o n�umero de vezes que cada cor ocorre da imagem (frequência).

Observando o histograma podemos notar que esta imagem das araras quase n~ao possui

cores pr�oximas do preto (baixa intensidade). A maioria dos pixels se concentram em tons de

cinza m�edios. Os pixels de alta intensidade (pr�oximo ao branco) tamb�em est~ao presentes na

imagem por�em em menor n�umero que os pixels de tons m�edios de cinza.

No caso de imagens coloridas, podemos computar separadamente o histograma para cada

componente ou criar um histograma tridimensional.

2.2 De�ni�c~ao do Problema de Quantiza�c~ao de Imagens

A quantiza�c~ao de uma imagem digital consiste em quantizar o gamute de cores da ima-

gem, o que acarreta na quantiza�c~ao da informa�c~ao de cor de cada pixel da imagem. Mais

precisamente, se f : U ! R
3 , �e uma imagem digital, o resultado da quantiza�c~ao de f(x; y)

�e uma imagem f 0 : U ! Rk, tal que f 0(x; y) = q(f(x; y)), onde q �e a transforma�c~ao de

quantiza�c~ao. Desse modo, a quantiza�c~ao altera a resolu�c~ao de cor da imagem.
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Um caso comum de quantiza�c~ao ocorre quando queremos representar um conjunto �nito

RM de M cores, por um conjunto RN com N cores, sendo M > N . Isso corresponde por

exemplo a quantizar um conjunto de cores representado porm bits para um conjunto de cores

representado por n bits, com m > n. Nesse caso temos uma transforma�c~ao de quantiza�c~ao

q : RM ! RN .

Por que quantizar uma imagem? Basicamente existem duas raz~oes: exibi�c~ao e compress~ao.

Exibi�c~ao de Imagem Para exibirmos uma imagem em um dispositivo gr�a�co �e necess�ario

que este suporte a resolu�c~ao de cor da imagem. Ou seja, o gamute de cor do dispositivo deve

ser maior ou igual ao gamute de cor da imagem. Se isto n~ao ocorre, devemos quantizar esta

imagem para podermos exib��-la neste dispositivo.

Compress~ao de Imagem Com a quantiza�c~ao de uma imagem, reduzimos o n�umero de

bits usados para armazenar seu gamute de cor. Isso reduz a quantidade total de mem�oria

necess�aria para armazenar a imagem e a quantidade de dados necess�aria para transmitir a

imagem atrav�es de um canal de comunica�c~ao.

2.2.1 C�elulas de Quantiza�c~ao e N��veis de Quantiza�c~ao

Uma quantiza�c~ao particiona o espa�co de cor da imagem em subconjuntos, em cada um

desses subconjuntos a fun�c~ao de quantiza�c~ao assume um �unico valor. Genericamente, consi-

dere um mapa de quantiza�c~ao q : C ! C 0. Para cada cor quantizada c0i 2 C 0 corresponde

um subconjunto de cor Ci � C, consistindo de todas as cores em C que s~ao mapeadas em c0i

Ci = q�1(c0i) = fc 2 C : q(c) = c0ig:

A fam��lia (�nita) de conjuntos Ci formam uma parti�c~ao do espa�co de cor C. Cada conjunto

Ci �e chamado de c�elula de quantiza�c~ao.

Em cada c�elula de quantiza�c~ao a fun�c~ao de quantiza�c~ao assume valores constantes c0i.

Chamamos de n��vel de quantiza�c~ao ou valor de quantiza�c~ao a esse valor representativo de

cada c�elula de quantiza�c~ao.

Figura 2.4: C�elulas de quantiza�c~ao bi-dimensional e seus respectivos n��veis de quantiza�c~ao.
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A Figura 2.4 mostra um exemplo de c�elulas de quantiza�c~ao de um espa�co de cor bi-

dimensional com seus respectivos n��veis de quantiza�c~ao.

2.3 Quantiza�c~ao e a Geometria das C�elulas

Como vimos pela de�ni�c~ao do problema de quantiza�c~ao de imagens (se�c~ao 2.2), esse

processo se caracteriza pela subdivis~ao do espa�co de cor em subespa�cos sem interse�c~ao e que

a uni~ao de todos estes subespa�cos �e o espa�co de cor original. Assim, podemos dizer que todo

m�etodo de quantiza�c~ao de imagens nada mais �e do que um processo de subdivis~ao espacial.

Estes subespa�cos gerados pelo processo de quantiza�c~ao s~ao conhecidos como c�elulas de

quantiza�c~ao. Segundo sua geometria, estas c�elulas podem ser classi�cadas em duas categorias:

� uniforme

� n~ao-uniforme.

2.3.1 Quantiza�c~ao Escalar e Vetorial

Quando os espa�cos de cor C (imagem original) e C 0 (imagem quantizada) têm dimens~ao

1, o processo de quantiza�c~ao �e chamado de quantiza�c~ao uni-dimensional.

Quando o espa�co de cor tem dimens~ao n, e a quantiza�c~ao de cada vetor de cor c =

fc1; c2; : : : ; cng �e feita quantizando-se cada componente ci separadamente, temos uma quan-

tiza�c~ao escalar. Neste caso, temos um mapa de quantiza�c~ao uni-dimensional q, e o mapa de

quantiza�c~ao Q : C ! C 0 �e de�nido por

Q(c) = (q(c1); q(c2); : : : ; q(cn))

Quando a quantiza�c~ao n~ao �e escalar, ou seja, consideramos todos os componentes ci ao

mesmo tempo, temos uma quantiza�c~ao vetorial.

Quando quantizamos um espa�co de cor usando um m�etodo de quantiza�c~ao escalar n~ao

levamos em considera�c~ao a correla�c~ao espacial das cores presentes no gamute da imagem sendo

quantizada. M�etodos de quantiza�c~ao vetoriais eliminam este problema pois escolhemos as

c�elulas de quantiza�c~ao levando em considera�c~ao todas as componentes de cor presentes na

imagem, considerando assim a correla�c~ao espacial destas cores.

Na Figura 2.5 (A) temos um espa�co de cor bi-dimensional onde as cores s~ao representadas

por c��rculos pretos. Usando um m�etodo de quantiza�c~ao escalar, obtemos a quantiza�c~ao

mostrada nesta mesma �gura, onde os n��veis de quantiza�c~ao s~ao representados por c��rculos

cinza. Usando uma t�ecnica de quantiza�c~ao vetorial obtemos a quantiza�c~ao mostrada na

Figura 2.5 (B). Note que esta quantiza�c~ao tem o mesmo erro de quantiza�c~ao da quantiza�c~ao

da mostrada Figura 2.5 (A) por�em temos um n�umero bem menor de c�elulas de quantiza�c~ao.

Geramos 10 c�elulas usando quantiza�c~ao vetorial, ao inv�es das 16 c�elulas geradas usando

quantiza�c~ao escalar uniforme. Nas Figuras 2.5 (C) e (D) temos dois exemplos de quantiza�c~ao

escalar que geram o mesmo n�umero de c�elulas obtidos na quantiza�c~ao vetorial. Note que o
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(D)

(B)(A)

(C)

Figura 2.5: Quantiza�c~ao escalar X Quantiza�c~ao vetorial.

erro de quantiza�c~ao �e bem maior nestas duas quantiza�c~oes que na quantiza�c~ao obtida usando

um m�etodo vetorial. Por que isto acontece? Isto se deve ao fato de que na quantiza�c~ao

vetorial levamos em conta a correla�c~ao espacial das cores, fato que n~ao ocorre na quantiza�c~ao

escalar.

2.3.2 Quantiza�c~ao Uniforme

A maneira mais simples de se obter uma divis~ao do espa�co de cor consiste em tomarmos

c�elulas congruentes e em cada c�elula tomar o centr�oide da mesma como seu n��vel de quanti-

za�c~ao. Este m�etodo �e conhecido como quantiza�c~ao uniforme. No caso de quantiza�c~ao escalar

com L n��veis, as c�elula de quantiza�c~ao s~ao intervalos (ci�1; ci] de igual comprimento, isto �e,

ci � ci�1 = constante e em cada c�elula o valor de quantiza�c~ao �e dado pela m�edia

qi =
ci + ci�1

2
; 1 � i � L:

Na Figura 2.6 (A) temos uma quantiza�c~ao escalar de R2 obtida a partir de uma quanti-

za�c~ao uniforme em cada um dos eixos coordenados. Na Figura 2.6 (B) mostramos uma outra

geometria de c�elula de quantiza�c~ao uniforme bidimensional.
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(A) (B)

Figura 2.6: C�elulas de quantiza�c~ao uniforme bidimensional e seus respectivos n��veis de quan-

tiza�c~ao.

2.3.3 Quantiza�c~ao N~ao-uniforme

(A)

(B) (C)

Figura 2.7: C�elulas de quantiza�c~ao adaptadas �a distribui�c~ao das cores na imagem.

A Figura 2.7 mostra alguns exemplos de quantiza�c~ao bi-dimensional para 16 n��veis. As

bolas pretas representam as cores no gamute da imagem que se deseja quantizar. As bo-

las cinzas s~ao os n��veis de quantiza�c~ao de cada c�elula. Usaremos esta �gura para motivar

quantiza�c~ao n~ao-uniforme.
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A quantiza�c~ao uniforme �e um m�etodo �otimo quando temos uma distribui�c~ao uniforme das

cores pelo espa�co de cor, como pode ser observado na Figura 2.7 (A). Observe a Figura 2.7 (B),

nela temos uma distribui�c~ao de cores n~ao uniforme. Como podemos notar, existem c�elulas

de quantiza�c~ao em que n~ao temos cores presentes no gamute da imagem. Assim, apesar da

quantiza�c~ao uniforme ser muito f�acil de ser obtida, nem sempre ela �e a mais recomendada.

Basta observarmos que com esse m�etodo podem haver c�elulas de quantiza�c~ao que n~ao ter~ao

utilidade alguma pois pode n~ao haver cor alguma no gamute da imagem que perten�ca a esta

c�elula.

Se a distribui�c~ao de cores de uma imagem n~ao �e uniforme, teremos regi~oes com maior

concentra�c~ao de cores do que em outras. Sendo assim, estas regi~oes devem ser subdivididas

em ummaior n�umero de c�elulas com o intuito de diminuirmos o erro de quantiza�c~ao. Podemos

observar pela Figura 2.7 (C) que continuamos com 16 c�elulas de quantiza�c~ao e que o erro de

quantiza�c~ao (distância entre as cores de uma c�elula e seu n��vel de quantiza�c~ao) diminuiu.

Logo, um m�etodo de quantiza�c~ao que n~ao se utiliza da subdivis~ao do espa�co em c�elulas

congruentes �e chamado de quantiza�c~ao n~ao-uniforme. A quantiza�c~ao n~ao-uniforme �e dita

adaptativa quando a geometria das c�elulas �e escolhida de acordo com caracter��sticas es-

pec���cas da distribui�c~ao de cor na imagem. Nestes m�etodos geralmente levamos em conta

informa�c~oes que nos s~ao fornecidas pelos histogramas de cor da imagem, que nos informam

sobre a distribui�c~ao de probabilidade de cor na imagem.

(A)

(B) (C)

Figura 2.8: C�elulas de quantiza�c~ao na quantiza�c~ao do cubo RGB.

Na Figura 2.8 (A) mostramos o cubo RGB. Este mesmo cubo quantizado por um m�etodo

uniforme pode ser visto na Figura 2.8 (B). Uma quantiza�c~ao n~ao-uniforme adaptativa do



CAP�ITULO 2. DISCRETIZAC� ~AO DE COR E IMAGEM 13

cubo RGB �e apresentada na Figura 2.8 (C).

2.3.4 Quantiza�c~ao e Mapa de Cor

�E muito comum usarmos um mapa de cor para obtermos as cores dos pixels de uma

imagem. Mais precisamente, suponha que temos uma imagem f : U � R
2 ! C tomando

valores em algum espa�co de cor C. De�nimos um mapa de cor ' : [0; 1] � R ! C, e os

valores das cores da imagem s~ao tomados como um conjunto dos valores do mapa de cor

'([0; 1]) � C (veja Figura 2.9).

U

0 1

i

ϕ([0,1])

ϕ

Figura 2.9: Mapa de cor de uma imagem.

Discretizamos o intervalo unit�ario [0; 1] em n subintervalos de�nidos por alguma parti�c~ao

0 = t1 < t2 < : : : < tn = 1. Escolhendo um ponto xj 2 [tj; tj+1], para j = 1; : : : ; n � 1,

obtemos uma quantiza�c~ao do conjunto '([0; 1]) em n n��veis '(t1); '(t2); : : : ; '(tn). Esta

discretiza�c~ao do mapa de cor �e chamada palete. A quantiza�c~ao do mapa de cor implica na

quantiza�c~ao da imagem.

Quando nos referimos �a quantiza�c~ao uniforme de uma imagem colorida, isto signi�ca uma

quantiza�c~ao uniforme de sua palete, obtida como acima, atrav�es da subdivis~ao do intervalo

[0; 1] em n subintervalos uniformes.

2.4 Erro de Quantiza�c~ao

A determina�c~ao �otima das c�elulas de quantiza�c~ao, e do n��vel de quantiza�c~ao para cada

c�elula, depende do crit�erio usado para medirmos o erro de quantiza�c~ao e da distribui�c~ao de

cores na imagem. Se q �e o mapa de quantiza�c~ao e c �e a cor que ser�a quantizada, podemos

escrever

c = q(c) + eq;

onde eq �e o erro de quantiza�c~ao ou distor�c~ao.
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A distor�c~ao �e causada quando substitu��mos a cor c pelo seu valor de quantiza�c~ao q(c).

Para medirmos a distor�c~ao usamos uma medida de distor�c~ao d(c; q(c)). Existem v�arias pos-

sibilidades para a escolha da medida de distor�c~ao d em C. Ao escolhermos uma, devemos

levar em conta crit�erios perceptuais bem como e�ciência computacional em seu c�alculo. �E

comum usarmos uma pseudom�etrica ao inv�es de uma m�etrica, ou at�e mesmo alguma fun�c~ao

positiva que, de alguma forma, nos forne�ca informa�c~ao de "proximidade"no espa�co de cor.

Uma poss��vel escolha �e o quadrado da distância Euclidiana, d(c1; c2) = hc2 � c1; c2 � c1i.

A quantiza�c~ao de uma imagem implica na quantiza�c~ao de cor de cada um de seus pixels.

Logo, uma medida da distor�c~ao deve levar em conta n~ao somente a distor�c~ao causada pela

quantiza�c~ao de cada cor do espa�co de cor da imagem, mas tamb�em a frequência de ocorrência

dessa cor na imagem. Uma boa medida �e dada pelo erro m�edio quadr�atico

E(c; q(c)) =

Z
C

p(c)d(c; q(c))dc; (2.1)

onde p �e a fun�c~ao de distribui�c~ao de probabilidade de cor em C. O uso dessa equa�c~ao

para medir a distor�c~ao em uma imagem quantizada �e quase intuitiva: ela pondera o erro de

quantiza�c~ao, levando em conta a probabilidade de ocorrência de cada cor no espa�co sendo

quantizado.

2.5 Quantiza�c~ao como um Problema de Otimiza�c~ao

O que �e o ideal de um processo de quantiza�c~ao? Podemos dizer que uma quantiza�c~ao �e

�otima quando o erro gerado pelo processo �e m��nimo. Como vimos anteriormente, existe um

erro associado ao processo de quantiza�c~ao. Este erro pode ser medido pela equa�c~ao

E(c; q(c)) =

Z +1

�1

p(c)d(c; q(c))dc: (2.2)

Se desejamos uma quantiza�c~ao em N n��veis, teremos uma parti�c~ao do espa�co de cor em N

c�elulas K1, K2, : : : , KN . Indicando por qk o n��vel de quantiza�c~ao da c�elula Kk, a equa�c~ao

acima pode ser escrita na forma

E(c; q(c)) =
X

1�j�N

Z
Kj

p(c)d(c; qj)dc: (2.3)

Ou ainda, levando em considera�c~ao que temos um conjunto �nito de cores em cada c�elula,

E(c; q(c)) =
X

1�j�N

X
c2Kj

p(c)d(c; qj): (2.4)

O problema de quantiza�c~ao deveria portanto ser resolvido, de forma ideal, minimizando

a distor�c~ao de quantiza�c~ao dada pela equa�c~ao 2.4, sobre todas as poss��veis N parti�c~oes com
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K elementos do espa�co de cor com um n�umero �nito de elementos. A grande variedade de

parti�c~oes com K elementos do espa�co de cor, torna esse problema bastante dif��cil do ponto de

vista computacional. Este �e considerado um problema de decis~ao, ou seja, a cada instância do

problema queremos saber se uma dada con�gura�c~ao de N parti�c~ao do espa�co de cor minimiza

o erro de quantiza�c~ao dado pela equa�c~ao 2.4. Este tipo de problema �e considerado um proble-

ma NP-completo. Um problema NP-completo �e aquele que n~ao existe uma solu�c~ao em tempo

polinomial para resolvê-lo, uma vez encontrada uma solu�c~ao polinomial para um determi-

nado tipo de problema NP-completo todos os demais problemas dessa classe tamb�em ter~ao

um solu�c~ao polinomial. Assim, devido �a complexidade do problema, em geral os m�etodos de

otimiza�c~ao utilizados para resolver o problema de quantiza�c~ao n~ao resolvem o problema em

sua plenitude. Esses m�etodos de solu�c~ao de tal problema em geral se enquadram em uma

das categorias abaixo:

� resolvem apenas uma restri�c~ao do problema;

� utilizam algum tipo de heur��stica;

� encontram apenas uma solu�c~ao �otima aproximada.

O problema de quantiza�c~ao uni-dimensional �e resolvido completamente de forma �otima

como ser�a visto mais adiante na se�c~ao 5.1.

Como nosso espa�co de cor j�a �e discretizado para 24-bits, o problema de otimiza�c~ao na

quantiza�c~ao nada mais �e do que um problema de an�alise de aglomerados, ou seja, estamos

procurando aglomerados de cores que minimizam o erro de quantiza�c~ao. Na se�c~ao seguinte

entraremos um pouco mais a fundo na rela�c~ao entre quantiza�c~ao e an�alise de aglomerados.

2.5.1 Quantiza�c~ao e An�alise de Aglomerados

O problema de Aglomerados

An�alise de aglomerados �e uma t�ecnica importante usada na busca de alguma estrutura

em um conjunto discreto de dados. Como no caso de imagens j�a temos o espa�co de cor

discretizado para 24-bits, podemos pensar em usar algumas dessas t�ecnicas para quantizar

imagens. Dado um conjunto �nito de dados, S, o problema de aglomerado em S consiste

em encontrarmos uma cole�c~ao de "centros"de aglomerados que podem caracterizar apropria-

damente classes relevantes de S. Na an�alise de aglomerados cl�assica, essas classes devem

formar uma parti�c~ao de S, de tal forma que o grau de associa�c~ao seja considerado forte para

os dados contidos dentro da parti�c~ao e fraco para os dados contidos em outras parti�c~oes.

Quantiza�c~ao como um Problema de Aglomerados

Considerando o espa�co de cor como sendo um conjunto de dados, onde cada dado repre-

senta uma cor. O problema de aglomerado de cores consiste em encontrarmos conjuntos de

cores similares. Como o conceito de similaridade de cor est�a ligado a qu~ao pr�oximas estas co-

res est~ao no espa�co de cor, podemos naturalmente escrever o problema de quantiza�c~ao como
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sendo um problema de otimiza�c~ao em an�alise de aglomerado: a solu�c~ao �otima deve minimi-

zar o erro de quantiza�c~ao (equa�c~ao (2.2)) em todas as poss��veis parti�c~oes de N -elementos do

espa�co de cor.

Assim, no caso de quantiza�c~ao de imagens, devemos identi�car N aglomerados de cores

da imagem original que sejam similares de acordo com as medidas de quantiza�c~ao. Estes

aglomerados v~ao constituir as c�elulas de quantiza�c~ao. Para cada aglomerado temos um

n��vel de quantiza�c~ao associado. Como as cores em cada aglomerado s~ao similares, podemos

substitu��-las pelo seu respectivo n��vel de quantiza�c~ao introduzindo uma distor�c~ao m��nima.

A solu�c~ao direta do problema de otimiza�c~ao em aglomerados implica em uma busca no

espa�co de todos as poss��veis con�gura�c~oes de aglomerados para encontrarmos a que nos for-

nece o m��nimo global. A complexidade combinat�oria desse tipo de solu�c~ao a torna intrat�avel.

Por esta raz~ao, m�etodos de aglomerados recaem em heur��sticas para encontrarmos a solu�c~ao.

C C’

Figura 2.10: Aglomerados de cores sendo substitu��dos por sua cor representativa.

A Figura 2.10 nos mostra aglomerados de cores no espa�co de cor C que s~ao substitu��dos

pelos seus respectivos n��veis de quantiza�c~ao no espa�co de cor quantizado C 0.

2.6 Estrat�egias de Quantiza�c~ao

Pelo que vimos at�e agora, um m�etodo de quantiza�c~ao consiste basicamente de duas etapas:

� Determinar as c�elulas de quantiza�c~ao.

� Determinar o n��vel de quantiza�c~ao de cada c�elula.

Assim, a fun�c~ao de quantiza�c~ao q �e de�nida de modo a associar �as cores de uma c�elula

de quantiza�c~ao, ao n��vel de quantiza�c~ao correspondente. A fun�c~ao q �e portanto constante

em cada c�elula de quantiza�c~ao. Um vez conhecida a fun�c~ao de mapeamento q, o processo de

quantiza�c~ao se torna simples: para cada cor c do pixel da imagem, veri�ca-se a qual c�elula de

quantiza�c~ao ela pertence e ent~ao substitui-se a cor c deste pixel pela cor q(c) correspondente

ao n��vel de quantiza�c~ao desta c�elula.
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Todos os m�etodos de quantiza�c~ao existentes reetem a descri�c~ao acima, e funcionam de

três modos distintos.

Quantiza�c~ao por Sele�c~ao Direta Os m�etodos de sele�c~ao direta escolhem, inicialmente,

com base em propriedades estat��sticas da imagem, os n��veis de quantiza�c~ao a serem utilizados

e a partir da�� determinam a fun�c~ao de quantiza�c~ao de forma a minimizar o erro de quantiza�c~ao.

Quantiza�c~ao por Subdivis~ao Espacial Neste modelo, primeiro determinamos as c�elulas

de quantiza�c~ao para em seguida calcular o n��vel de quantiza�c~ao associado a cada c�elula.

Temos dois tipos de quantiza�c~ao por subdivis~ao espacial: quantiza�c~ao uniforme e quanti-

za�c~ao adaptativa.

Quantiza�c~ao H��brida Estes m�etodos misturam as duas estrat�egias de quantiza�c~ao, hora

partindo do n��vel de quantiza�c~ao para encontrar suas c�elulas de quantiza�c~ao e hora fazendo

o inverso, tudo isso em um mesmo algoritmo.

Um exemplo desse tipo de estrat�egia seria utilizarmos um m�etodo de quantiza�c~ao por

subdivis~ao espacial para estimarmos uma solu�c~ao inicial que ser�a usado em um m�etodo de

aglomeramento.

Todos os m�etodos de quantiza�c~ao podem ser considerados como um m�etodo de otimiza�c~ao

pois todos eles tentam minimizar o erro de quantiza�c~ao na imagem quantizada. Assim,

podemos quantizar tanto utilizando t�ecnicas de otimiza�c~ao, como por exemplo a minimiza�c~ao

de um funcional, como utilizando t�ecnicas de aglomeramento.

2.7 Imagem de Teste

Figura 2.11: Imagem digital colorida quantizada com 24 bits: araras.

Usaremos a imagem das araras mostrada na Figura 2.11 para compararmos os v�arios

m�etodos de quantiza�c~ao que apresentaremos. Esta �e uma fotogra�a digitalizada que foi ini-

cialmente quantizada para 24 bits (8 bits por canal) n~ao tendo assim contornos de quantiza�c~ao

percept��veis.



Cap��tulo 3

Quantiza�c~ao por Sele�c~ao Direta

Como vimos anteriormente, os m�etodos de quantiza�c~ao que se utilizam de t�ecnicas de

sele�c~ao direta s~ao aqueles em que primeiro escolhemos os n��veis de quantiza�c~ao para depois,

a partir desses n��veis, gerarmos as c�elulas de quantiza�c~ao.

Este tipo de estrat�egia n~ao �e muito utilizada para desenvolvermos algoritmos de quanti-

za�c~ao pois os resultados obtidos n~ao s~ao muito bons, dependendo muito da distribui�c~ao de

probabilidade de cores na imagem.

O m�etodo por sele�c~ao direta mais simples seria escolher K n��veis de quantiza�c~ao alea-

toriamente e depois, a partir destes n��veis escolhidos, obtermos suas respectivas c�elulas de

quantiza�c~ao. Como podemos observar, este m�etodo n~ao �e nada bom visto que n~ao levamos

em considera�c~ao nenhuma informa�c~ao sobre a distribui�c~ao de probabilidade de cores na ima-

gem. Com este m�etodo podemos obter imagens quantizadas que s~ao muito distantes das

imagens originais.

O Algoritmo da Populosidade �e o mais famoso m�etodo que se utiliza da t�ecnica de sele�c~ao

direta. Na pr�oxima se�c~ao deste cap��tulo falaremos um pouco mais sobre este algoritmo.

3.1 Algoritmo da Populosidade

O algoritmo da populosidade foi desenvolvido independentemente por dois grupos dis-

tintos em 1978: Tom Boyle e Andy Lippman no Architechture Machine Group do MIT e

Ephraim Cohen do New York Institute of Technology. As id�eias de Boyle e Lippman foram

implementadas por Paul Heckbert em seu trabalho de �nal de gradua�c~ao no MIT (Heckbert,

1980).

Este algoritmo assume que o mapamento de quantiza�c~ao pode ser gerado encontrando-se

as regi~oes mais densamente povoadas na distribui�c~ao de cores da imagem original. O algorit-

mo da populosidade simplesmente seleciona as K cores de maior frequência do histograma,

usando-as como os n��veis de quantiza�c~ao do mapeamento. Com os n��veis de quantiza�c~ao j�a

selecionados encontramos suas respectivas c�elulas de quantiza�c~ao.

O algoritmo da populosidade funciona bem para muitas imagens, mas seu desempenho �e

ruim em imagens com um grande n�umero de cores, ou quando se deseja quantizar para um

n�umero pequeno de cores (menos de 50 cores). Geralmente omite cores em regi~oes pouco
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populosas do espa�co de cor (um "highlight"em uma imagem pode desaparecer completamente

nesse processo de quantiza�c~ao, uma vez que ele ocupa apenas um pequeno n�umero de pixels

na imagem). Um aperfei�coamento desse algoritmo, proposto por (Heckbert, 1980) consiste

em atribu��rmos pesos maiores �as regi~oes onde queremos enfatizar nas imagens. Por exemplo,

se quizermos que um "highlight"esteja presente na imagem quantizada, devemos atribuir um

alto peso para esta regi~ao, desta forma, quando gerarmos o histograma de cor da imagem,

as cores presentes no "highlight"aparecer~ao como se fossem bastante frequentes na imagem,

sendo escolhida como um dos K n��veis de quantiza�c~ao. Esta solu�c~ao tem o problema de

necessitar de interven�c~ao de algu�em no processo, ou seja, algu�em deve marcar as regi~oes

onde se deseja dar ênfase. Logo, esta alternativa n~ao �e autom�atica.

A Figura 3.1 (esquerda) mostra a imagem das araras quantizada para 8 bits com o algo-

ritmo da populosidade. Na Figura 3.1 (direita) mostramos a mesma imagem quantizada para

4 bits com o mesmo algoritmo. Observando as duas imagens quantizadas podemos ver que,

para poucas cores, a imagem quantizada se apresenta muito distante da imagem original.

Figura 3.1: Algoritmo da Populosidade: (esquerda) quantiza�c~ao para 8 bits, (direita) quan-

tiza�c~ao para 4 bits.



Cap��tulo 4

Quantiza�c~ao por Subdivis~ao Espacial

Esta estrat�egia de quantiza�c~ao de imagens consiste em subdividir o espa�co de cor em

c�elulas de quantiza�c~ao e, a partir de cada c�elula, encontrar seu n��vel de quantiza�c~ao. Muitos

algoritmos de quantiza�c~ao de imagens se utilizam desta t�ecnica.

Alguns algoritmos s~ao bastante intuitivos, somente dividindo o espa�co de cor sem levar

em considera�c~ao informa�c~oes fornecidas pela distribui�c~ao de cores na imagem. Outros tentam

minimizar o erro de quantiza�c~ao, usando para isso v�arias metodologias.

Neste cap��tulo apresentaremos os principais algoritmos de quantiza�c~ao por subdivis~ao

espacial. Utilizaremos a distribui�c~ao de cores no espa�co bidimensional (plano RG) mostrada

na Figura 4.1 para ilustrar os algoritmos de quantiza�c~ao que ser~ao estudados.
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Figura 4.1: Distribui�c~ao de cores em um espa�co de cor bidimensional (plano RG).
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4.1 Quantiza�c~ao Escalar Uniforme

A forma mais intuitiva de se fazer uma subdivis~ao do espa�co de cor consiste em divid��-lo

em c�elulas congruentes tomando como valor de quantiza�c~ao seu centro. A este m�etodo damos

o nome de quantiza�c~ao escalar uniforme.

Este m�etodo n~ao nos fornece bons resultados, podendo ter at�e c�elulas de quantiza�c~ao onde

n~ao teremos nenhuma cor presente no gamute da imagem original. Levando em considera�c~ao

a forma de como o olho humano percebe as cores, podemos tirar partido disso para gerar

imagens quantizadas um pouco melhores. Assim, podemos privilegiar a componente G visto

que o olho humano �e mais sens��vel �as varia�c~oes de verde. Podemos tamb�em fazer menos

subdivis~oes na componente B pois o olho humano �e menos sens��vel a varia�c~oes de azul.

Assim, o m�etodo de quantiza�c~ao escalar uniforme pode ser resumido como se segue:

1. Escolha quantas subdivis~oes se deseja fazer em cada uma das componentes RGB de cor

de forma que o produto do n�umero de subdivis~oes em cada uma das componentes seja

igual ao n�umero total de n��veis de quantiza�c~ao que se deseja na imagem quantizada.

2. Divida cada um dos eixos R, G e B igualmente de acordo com o n�umero de subdivis~oes

escolhido para cada componente de cor RGB.

3. Fa�ca o produto cartesiano dessas subdivis~oes em todas as componentes gerando as

c�elulas de quantiza�c~ao.

4. Tome o centro de cada c�elula como sendo o seu n��vel de quantiza�c~ao.

5. Mapeie cada cor em seu n��vel de quantiza�c~ao mais pr�oximo.
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Figura 4.2: Quantiza�c~ao escalar uniforme para 4 n��veis no plano RG.
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Na Figura 4.2 temos o resultado de uma quantiza�c~ao escalar uniforme para 4 n��veis no

plano RG. Escolhemos dividir cada componente de cor 2 vezes. O n��vel de quantiza�c~ao de

cada c�elula �e representado pelo c��rculo maior.

Figura 4.3: Quantiza�c~ao Uniforme: (esquerda) quantiza�c~ao para 8 bits, (direita) quantiza�c~ao

para 4 bits.

A Figura 4.3 (esquerda) mostra a imagem das araras quantizada para 8 bits usando uma

quantiza�c~ao uniforme com 8 subdivis~oes em R, 8 subdivis~oes em G e 4 subdivis~oes em B. Na

Figura 4.3 (direita) mostramos a mesma imagem quantizada para 4 bits usando 2 subdivis~oes

em R, 4 subdivis~oes em G e 2 subdivis~oes em B.

4.2 Algoritmo do Corte Mediano

Introduzido na literatura em 1982 por Paul Heckbert como uma alternativa ao algoritmo

da Populosidade, este �e o algoritmo de quantiza�c~ao mais conhecido da comunidade de com-

puta�c~ao gr�a�ca. Al�em de apresentar bons resultados perceptuais, �e de f�acil implementa�c~ao

e e�ciente computacionalmente. Existem in�umeras varia�c~oes do algoritmo original proposto

por (Heckbert, 1980).

O algoritmo do corte mediano subdivide repetidamente o cubo de cor RGB em parale-

lep��pedos cada vez menores. Esta divis~ao �e feita pela mediana da componente RGB de maior

comprimento. Para explicarmos este algoritmo primeiro devemos introduzir o conceito de

mediana de um conjunto.

4.2.1 Mediana de um Conjunto

Dado um conjunto �nito e ordenado de pontos do espa�co

C = fc1 � c2 � : : : � cn�1 � cng;

a mediana mC desse conjunto �e de�nida pelo elemento do meio c(n+1)=2 se n �e ��mpar, e

pela m�edia dos dois elementos intermedi�arios, se n �e par. A mediana �e uma medida de
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localiza�c~ao estat��stica que divide o conjunto de dados C em duas partes com igual n�umero de

elementos. Observe que, ao contr�ario da m�edia, a mediana n~ao �e inuenciada pela magnitude

dos elementos do conjunto. Um fato importante a ser mencionado �e que no c�alculo da

mediana devemos levar em considera�c~ao a frequência de cada elemento ci do conjunto C.

Desse modo, a constru�c~ao do histograma de frequência associado ao conjunto de dados �e

uma etapa importante no c�alculo da mediana.

O algoritmo do corte mediano procura equalizar o histograma de uma imagem, ou seja,

cada cor presente na imagem ter�a um n�umero de pixels aproximadamente iguais. O ideal

seria uma imagem onde todas as cores ocorrecem em um mesmo n�umero de pixels. O processo

de quantiza�c~ao por equaliza�c~ao de histograma para imagens monocrom�aticas, consiste em se

fazer subdivis~oes sucessivas do intervalo de intensidade da imagem utilizando a mediana do

conjunto de intensidade em cada processo de subdivis~ao.

Estendendo-se essa id�eia descrita acima para imagens coloridas temos a base do algoritmo

do corte mediano. De forma simples, o m�etodo consiste em utilizar o algoritmo de quantiza�c~ao

por equaliza�c~ao de histograma em cada uma das componentes de cor do gamute da imagem.

Descreveremos detalhadamente o algoritmo para o espa�co de cor RGB.

4.2.2 O Algoritmo

Indicamos por K o n�umero de n��veis de quantiza�c~ao desejado.

Devemos inicialmente encontrar o m��nimo e o m�aximo valor de cada componente de cor.

Chamaremos rmin, gmin e bmin aos valores dos m��nimos das componentes R (vermelho), G

(verde) e B (azul) respectivamente. Os valores dos m�aximos das componentes R, G e B s~ao

dados por rmax, gmax e bmax respectivamente. Estes valores de m��nimo e m�aximo de R, G e

B nos fornecem um paralelep��pedo

V = f[rmin; rmax]� [gmin; gmax]� [bmin; bmax]g;

de volume m��nimo que cont�em todas as cores no gamute da imagem a ser quantizada. Para

a distribui�c~ao de cor bidimensional mostrada na Figura 4.1, o menor quadril�atero (pois s�o

temos 2 dimens~oes) de cor que cont�em todas as cores presentes nesta distribui�c~ao pode ser

visto na Figura 4.4. Em seguida, tomamos a componente do espa�co de cor em cuja dire�c~ao

o paralelep��pedo V possui a aresta de maior comprimento. No caso da nossa distribui�c~ao

bidimensional, a aresta de maior comprimento �e a componente vermelha r. Vamos supor,

para o caso de uma cor no RGB, que essa aresta tamb�em �e a componente vermelha r. Fazemos

ent~ao uma ordena�c~ao das cores no gamute da imagem pela componente r, e calculamos a

mediana mr do conjunto de cores com base nessa ordena�c~ao. Dividimos assim a regi~ao V em

duas sub-regi~oes

V1 = f(r; g; b) 2 C; r � mrg;

e
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V2 = f(r; g; b) 2 C; r > mrg:
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Figura 4.4: Menor quadril�atero que cont�em todas as cores presentes na distribui�c~ao de cor.

Aplicamos ent~ao o m�etodo de subdivis~ao a cada uma das regi~oes V1 e V2. Continuamos

o processo de subdivis~ao, recursivamente, at�e que uma das duas condi�c~oes seguintes sejam

satisfeitas: as duas sub-regi~oes V1 e V2 obtidas n~ao cont�em cores do gamute da imagem, ou

o n�umero desejado, K, de c�elulas de quantiza�c~ao seja obtido.

Ap�os a subdivis~ao do espa�co de cor no n�umero de c�elulas desejado, determinamos o n��vel

de quantiza�c~ao de cada c�elula. Esse n��vel de quantiza�c~ao �e dado pela m�edia das cores contidas

em cada uma dessas c�elulas. Para se obter o valor de quantiza�c~ao de um pixel da imagem,

devemos localizar a c�elula que cont�em a cor desse pixel e fazer a quantiza�c~ao para o n��vel

correspondente a essa c�elula.

O Algoritmo do corte mediano aplicado na distribui�c~ao de cores no plano RG mostrada

na Figura 4.1 para uma quantiza�c~ao para 4 n��veis pode ser visto na Figura 4.5. O n��vel de

quantiza�c~ao de cada c�elula �e representado pelo c��rculo maior.

A Figura 4.6 (esquerda) mostra a imagem das araras quantizada para 8 bits com o al-

goritmo do corte mediano. Na Figura 4.6 (direita) mostramos a mesma imagem quantizada

para 4 bits com o mesmo algoritmo.

4.3 Algoritmo da Divis~ao pela M�edia

Baseado no algoritmo do corte mediano, o algoritmo da divis~ao pela m�edia proposto por

Wu e Witten (Wu & Witten, 1985) em 1985 faz as subdivis~oes espaciais baseados na m�edia,

ou inv�es da mediana. Suas caracter��sticas principais est~ao resumidas abaixo:
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Figura 4.5: Algoritmo do corte mediano para 4 n��veis no plano RG.

Figura 4.6: Algoritmo do Corte Mediano: (esquerda) quantiza�c~ao para 8 bits, (direita)

quantiza�c~ao para 4 bits.

� Particionamos os paralelep��pedos de cor por planos perpendiculares �a componente de

cor de maior comprimento, como no algoritmo do corte mediano.

� O ponto de divis~ao �e escolhido como sendo a m�edia (ou a m�edia ponderada pela

freq�uência de ocorrência de cada cor) da componente de cor de maior comprimento.

� Um tamanho m��nimo �e pr�e-estabelecido para o paralelep��pedo de cor. Todo parale-

lep��pedo menor que este tamanho n~ao ser�a mais subdividido.

Assim, o algoritmo b�asico �e o mesmo proposto por Heckbert (Heckbert, 1980), mudando

somente no crit�erio de subdivis~ao do espa�co de cor: neste algoritmo subdividimos o espa�co

de cor pela m�edia da componente de cor de maior comprimento.

Na Figura 4.7 temos o resultado da quantiza�c~ao para 4 n��veis da distribui�c~ao de cor no

plano RG mostrado na Figura 4.1. Para esta quantiza�c~ao usamos a m�edia da componente de
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maior comprimento como crit�erio de subdivis~ao do espa�co de cor. A mesma quantiza�c~ao s�o

que usando a m�edia ponderada pela freq�uência de ocorrência de cada cor na imagem como

crit�erio de subdivis~ao do espa�co de cor pode ser vista na Figura 4.8. Representamos o n��vel

de quantiza�c~ao de cada c�elula pelo c��rculo maior.
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Figura 4.7: Algoritmo da divis~ao pela m�edia para 4 n��veis no plano RG.
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Figura 4.8: Algoritmo da divis~ao pela m�edia ponderada pela freq�uência de ocorrência de

cada cor para 4 n��veis no plano RG.

O que �e melhor, dividir pela mediana ou pela m�edia? A divis~ao pela mediana nos garante

que toda c�elula de quantiza�c~ao ter�a o mesmo n�umero de elementos, isso �e chamado de equa-

liza�c~ao de histograma pois todas as cores presentes na imagem quantizada ter~ao o mesmo
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n�umero de ocorrências. A divis~ao pela m�edia n~ao garante uma equaliza�c~ao do histograma.

A Figura 4.9 (A) mostra o histograma de uma imagem em tons de cinza. Esta imagem ser�a

quantizada para 4 cores e o resultado desta quantiza�c~ao pode ser visto nas Figuras 4.9 (B),

onde usamos um algoritmo de equaliza�c~ao de histograma, ou seja, divis~ao pela mediana; Fi-

guras 4.9 (C), onde utilizamos um algoritmo de divis~ao pela m�edia; e Figuras 4.9 (D), onde

foi usado um algoritmo de divis~ao pela m�edia ponderada pela freq�uência de ocorrência de

cada cor na imagem.
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Figura 4.9: Compara�c~ao dos algoritmos de divis~ao pela mediana e pela m�edia.

Algoritmo Erro de quantiza�c~ao

Mediana 1860.0

M�edia 867.0

M�edia ponderada 301.5

Tabela 4.1: Erros de quantiza�c~ao gerados pela subdivis~ao do espa�co pela mediana e pela

m�edia.

Como podemos observar na Figura 4.9, o erro de quantiza�c~ao gerado pelo algoritmo de

divis~ao pela mediana �e maior que o erro gerado pela divis~ao pela m�edia. Na Tabela 4.1

temos os erros de quantiza�c~ao para a quantiza�c~ao da Figura 4.9. Note que o algoritmo que

apresentou menor erro de quantiza�c~ao foi o que se utiliza da divis~ao pela m�edia ponderada

pela freq�uência de ocorrência de cada na imagem. Assim, apesar de equalizar o histograma de
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uma imagem, o algoritmo de divis~ao pela mediana n~ao garante um menor erro de quantiza�c~ao

que a divis~ao pela m�edia. Mas tamb�em n~ao podemos garantir que se usarmos divis~ao pela

m�edia sempre obteremos melhores resultados que a divis~ao pela mediana, isso vai depender,

em muito, da distribui�c~ao de cores na imagem.

4.4 Algoritmo da Divis~ao pela Variância

Existem dois objetivos fundamentais no desenvolvimento de um algoritmo de subdivis~ao

espacial: a cada passo do processo de particionamento devemos decidir que paralelep��pedo

de cor deve ser particionado e ao mesmo tempo escolher um plano de parti�c~ao apropriado

para subdividir o paralelep��pedo. No algoritmo da divis~ao pela variância, introduzido na

literatura em 1990 por S. J. Wan, S. K. M. Wong e P. Prusinkiewicz (Wan et al. , 1990),

ambas as decis~oes s~ao tomadas no sentido de minimizar o erro de quantiza�c~ao.

O sistema visual humano n~ao �e capaz de determinar o valor absoluto de uma cor. Ele

�e mais sens��vel a varia�c~oes de cores. Assim, minizando o erro de quantiza�c~ao garantimos

que o processo de quantiza�c~ao representa corretamente as cores da imagem original, por�em

n~ao garantimos que a varia�c~ao das cores na imagem quantizada seja a mesma, ou pr�oxima,

da varia�c~ao das cores na imagem original. Um algoritmo de quantiza�c~ao que produz valores

pequenos para a variância introduz quase a mesma distor�c~ao de cor para cada pixel. Logo, a

minimiza�c~ao da variância nos ajuda a preservar as varia�c~oes das cores na imagem quantizada.

Assim, com o intuito de reduzir o erro de quantiza�c~ao total e tamb�em a variância a cada

passo da subdivis~ao, o algoritmo da divis~ao pela variância particiona o paralelep��pedo de cor

de maior variância. Isto �e, o paralelep��pedo com o maior erro de quantiza�c~ao �e escolhido para

ser subdividido. O id�eia b�asica por tr�as desse algoritmo �e de adaptativamente atribuir mais

c�elulas �a regi~oes com erros de quantiza�c~ao maiores de tal modo que o erro de quantiza�c~ao

total seja reduzido.

4.4.1 Como Escolher o Paralelep��pedo que Ser�a Particionado

Como no algoritmo do corte mediano, devemos inicialmente encontrar o m��nimo e o

m�aximo valor de cada componente de cor. Chamaremos rmin, gmin e bmin aos valores dos

m��nimos das componentes R, G e B respectivamente. Os valores dos m�aximos das compo-

nentes R, G e B s~ao dados por rmax, gmax e bmax respectivamente. Estes valores de m��nimo

e m�aximo de R, G e B nos fornecem um paralelep��pedo

V = f[rmin; rmax]� [gmin; gmax]� [bmin; bmax]g;

de volume m��nimo que cont�em todas as cores no gamute da imagem a ser quantizada. A

freq�uência de ocorrência de cada cor ci �e dada por Fi = F (ci). Dado um paralelep��pedo

Vl � V , seu centr�oide (m�edia) �l e sua variância �
2
l s~ao de�nidos por
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�l =
X
ci2Vl

Fi

Wl

ci; (4.1)

�2l =
X
ci2Vl

kci � �lk
2 Fi

Wl

; (4.2)

onde Wl =
P

ci2Vl
Fi � 1 que chamaremos de peso do paralelep��pedo Vl.

O erro de quantiza�c~ao atribu��do ao paralelep��pedo Vl �e determinado pela sua variância

ponderada �̂2l , que nada mais �e do que o erro introduzido ao substituirmos cada cor contida em

Vl pelo seu n��vel de quantiza�c~ao, que �e dado por �l. Assim, temos que a variância ponderada

�e dada por

�̂2l =Wl�
2
l =

X
ci2Vl

kci � �lk
2Fi: (4.3)

Dessa forma, a cada passo de subdivis~ao, o paralelep��pedo de cor que deve ser escolhido

para ser subdivido �e aquele com a maior variância ponderada. Isso nos garante uma redu�c~ao

no erro de quantiza�c~ao.

4.4.2 Como Escolher o Plano de Parti�c~ao

Suponha que o paralelep��pedo Vl �e dividido em dois paralelep��pedos menores Vl1 e Vl2
pelo plano de parti�c~ao � perpendicular a um dos eixos coordenados, ou seja, aos eixos R, G

ou B. O erro de quantiza�c~ao �e dado pela soma das variâncias ponderada pela freq�uência de

ocorrência de cada cor contida em cada paralelep��pedo

E(�) =Wl1�
2
l1 +Wl2�

2
l2 =

X
ci2Vl1

kci � �l1k
2p(ci) +

X
ci2Vl2

kci � �l2k
2p(ci); (4.4)

onde Wlj, �lj e �2lj s~ao o peso, a m�edia, e a variância do j-�esimo paralelep��pedo de cor

(j = 1; 2). O plano de parti�c~ao �otimo �opt �e de�nido como sendo o plano que minimiza o

erro de quantiza�c~ao

�opt = arg Min
f�g

E(�); (4.5)

onde f�g �e o conjunto de todos os poss��veis planos de parti�c~ao perpendiculares ao eixo

coordenado.

Na pr�atica, encontrar o plano de parti�c~ao �otimo de�nido pela equa�c~ao 4.5 �e uma tarefa

que consume muito tempo para ser computada. Um modo de simpli�car este c�alculo �e

considerarmos as distribui�c~oes projetadas nos eixos coordenados.
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Seja � a m�edia e �2 a variância de uma distribui�c~ao unidimensional, ou seja, a variância e

a m�edia de cada componente de cor RGB. Seja t um ponto de corte que divide a distribui�c~ao

em dois intevalos. O ponto de corte �otimo topt �e de�nido como sendo o que maximiza a

redu�c~ao das variâncias

topt = arg Max
t

[�2 � (w1�
2
1(t) + w2�

2
2(t))]; (4.6)

onde wj e �
2
j (t) s~ao o peso e a variância do j-�esimo intervalo (j = 1; 2). Pode ser veri�cado

facilmente que a redu�c~ao esperada da variância pode ser calculada pela f�ormula simpli�cada

�2 � (w1�
2
1(t) + w2�

2
2(t)) =

w1

w2

[�� �1(t)]
2; (4.7)

onde �1(t) �e a m�edia do primeiro intervalo. Al�em disso, temos que o ponto de corte �otimo �e

dado por

topt = arg Max
(�+lower)=2 � t � (�+upper)=2

�
w1

w2

[�� �1(t)]
2

�
; (4.8)

onde os s��mbolos lower e upper especi�cam os limites do intervalo. Baseado na equa�c~ao 4.8,

o ponto de corte �otimo e a redu�c~ao esperada da variância podem ser calculados ao mes-

mo tempo. Assim, somente as componentes de cores dentro da faixa de varia�c~ao (�r;g;b +

lowerr;g;b)=2 � r; g; b � (�r;g;b + upperr;g;b)=2 s~ao candidatas a ponto de corte �otimo.

Logo, o plano de parti�c~ao pode ser escolhido da seguinte maneira. Dado um parale-

lep��pedo de cor, calcule as distribui�c~oes unidimensionais relativas �as componetes R, G e B

projetando todas as cores dentro do paralelep��pedo em cada eixo coordenado. Para cada

distribui�c~ao projetada, calcule o ponto de corte �otimo e a redu�c~ao esperada na variância

usando a equa�c~ao 4.8. Escolhemos o plano de parti�c~ao perpendicular ao eixo ao longo do

qual a redu�c~ao esperada na variância �e a maior sobre todas as distribui�c~oes projetadas. O

plano de parti�c~ao passa pelo ponto de corte �otimo deste eixo.

4.4.3 Como Formar as C�elulas de Quantiza�c~ao

O processo de parti�c~ao acima �e repetido at�e que o n�umero de paralelep��pedos de cor seja

igual ao n�umero de cores que desejamos na imagem quantizada. Os n��veis de quantiza�c~ao

s~ao escolhidos como sendo os centr�oides dos paralelep��pedos de cor resultantes. Todas as

cores contidas em uma determinada c�elula de quantiza�c~ao s~ao mapeadas no seu n��vel de

quantiza�c~ao.

4.4.4 O Algoritmo

O algoritmo da divis~ao pela variância pode ser resumido da seguinte maneira:
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1. Escolha o paralelep��pedo com a maior variância ponderada (veja equa�c~ao 4.3) para ser

particionado.

2. Projete todas as cores contidas no paralelep��pedo em cada um dos eixos coordenados

R, G e B. Para cada uma das distribui�c~oes projetadas, calcule o ponto de corte �otimo

e a redu�c~ao esperada da variância pela equa�c~ao 4.8.

3. Particione esse paralelep��pedo pelo plano perpendicular ao eixo ao longo do qual a

redu�c~ao esperada da variância �e maior. Esse plano de parti�c~ao intercepta esse eixo no

ponto de corte �otimo.

4. Calcule a variância ponderada para cada um dos dois paralelep��pedos menores.

5. Repita os passos 1 a 4 at�e que o n�umero de paralelep��pedos alcance o n�umero de c�elulas

de quantiza�c~ao desejadas.

6. Calcule os centr�oides dos paralelep��pedos resultantes, que formam os n��veis de quanti-

za�c~ao desejados.

7. Mapeie cada cor contida em uma determinada c�elula em seu respectivo n��vel de quan-

tiza�c~ao.

4.4.5 Exemplo de Execu�c~ao 2-D do Algoritmo

Vamos mostrar uma execu�c~ao bidimensional deste algoritmo usando a distribui�c~ao de

cor mostrada na Figura 4.1. Inicialmente s�o temos um quadril�atero (pois estamos no caso

bidimensional), onde a componente r varia na faixa 18 � r � 219 e a componente g varia

na faixa 36 � r � 219. Devemos encontrar o ponto de corte �otimo em cada uma das

componentes r e g. Mas n~ao precisamos fazer esta busca em todas as componentes projetadas

das cores, somente precisamos veri�car as cores contidas nos intervalos (�r + lowerr)=2 �

r � (�r + upperr)=2 e (�g + lowerg)=2 � g � (�g + upperg)=2. Para este quadril�atero inicial,

temos que veri�car as cores nos intervalos: 77 � r � 177:5 e 80:5 � g � 172. Assim, no eixo

R devemos calcular a redu�c~ao esperada na variância para as cores com componentes r iguais

�a 106, 127, 153 e 163. E no eixo G, veri�caremos para as cores com componentes g iguais

�a 91, 109, 127, 146 e 153. Ao fazermos estes c�alculos, encontramos que a maior redu�c~ao na

variância ocorre para r = 106. Na Figura 4.10 vemos a primeira subdivis~ao do plano RG no

ponto de corte �otimo r = 106.

Calculamos a variância ponderada em cada um dos novos quadril�ateros, escolhendo o de

maior variância poderada para ser subdividido. O quadril�atero escolhido foi o da direita,

que apresenta a maior variância poderada. O ponto de corte �otimo encontrado para este

quadril�atero foi g = 127. Na Figura 4.11 vemos o resultado da segunda itera�c~ao deste

algoritmo.

Devemos calcular a variância ponderada para estes dois novos quadril�ateros e escolher o

quadril�atero de maior variância ponderada para ser subdividido. Escolhemos ent~ao o qua-

dril�atero esquerdo resultante da primeira subdivis~ao, pois este tem variância ponderada maior
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Figura 4.10: Algoritmo da divis~ao pela variância: primeira subdivis~ao espacial.
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Figura 4.11: Algoritmo da divis~ao pela variância: segunda subdivis~ao espacial.

que estes dois novos quadril�ateros rec�em-gerados. O ponte de corte �otimo para esta subdi-

vis~ao est�a em g = 91. Na Figura 4.12 vemos o resultado da quantiza�c~ao para 4 n��veis desta

distribui�c~ao de cores. Os c��rculos maiores representam os n��veis de quantiza�c~ao de cada

c�elula.

Aplicando este algoritmo para quantizar a imagem da arara temos na Figura 4.13 (es-

querda) uma quantiza�c~ao para 8 bits. Na Figura 4.13 (direita) mostramos a mesma imagem

quantizada para 4 bits utilizando o algoritmo da divis~ao pela variância.
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Figura 4.12: Algoritmo da divis~ao pela variância: quantiza�c~ao para 4 n��veis.

Figura 4.13: Algoritmo da Divis~ao pela Variância: (esquerda) quantiza�c~ao para 8 bits, (di-

reita) quantiza�c~ao para 4 bits.

4.5 Algoritmo da Divis~ao Bin�aria

Este algoritmo foi introduzido na literatura por Michael T. Orchard e Charles A. Bouman

(Bouman & Orchard, 1991) em 1991. Usando uma abordagem hier�arquica, este algoritmo

tenta produzir um mapa de cores que minimiza um crit�erio objetivo de erro de quantiza�c~ao.

O objetivo deste algoritmo �e particionar C, o conjunto de todos os pixels da imagem, em

K conjuntos disjuntos ou aglomerados onde K �e o n�umero de cores que se deseja na imagem

quantizada. O algoritmo obriga que a parti�c~ao de C tenha a estrutura de uma �arvore bin�aria.

Cada n�o da �arvore representa um subconjunto de C, e os �lhos de qualquer n�o particiona os

membros dos n�os pais em dois conjuntos. O conjunto dos pixels da imagem correspondentes

ao n�o n �e chamado de Cn. Para ilustrar as opera�c~oes do algoritmo, vamos numerar os n�os

de modo que a raiz seja 1 e os �lhos do n�o n s~ao 2n e 2n+ 1.

O m�etodo de gera�c~ao da �arvore bin�aria �e especi�cado pelo n�umero de folhas, K, o m�etodo
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de divis~ao de um n�o em seus dois �lhos, e a ordem na qual os n�os s~ao divididos. Os m�etodos

usados para a divis~ao dos n�os e determina�c~ao de quais n�os ser~ao divididos tentam minimizar

o erro de quantiza�c~ao, que �e dado por

E(ci) =
X

todas as folhas n

X
i2Cn

kci � qnk
2; (4.9)

onde qn �e o n��vel de quantiza�c~ao usado para representar as cores no conjunto Cn. Propriedades

estast��sticas de segunda ordem s~ao usadas para determinar a ordem e a maneira na qual os

n�os ser~ao divididos. As três estat��sticas do aglomerado necess�arias s~ao

Rn =
X
i2Cn

cic
t
i

mn =
X
i2Cn

ci

Nn = jCnj (4.10)

onde Rn �e uma matriz 3 � 3 e mn �e um vetor de 3 componentes. Como o valor m�edio do

aglomerado �e o ponto no qual o desvio padr~ao quadrado �e m��nimo, o valor de quantiza�c~ao

do aglomerado qn �e assumido como sendo igual a sua m�edia

qn =
mn

Nn

(4.11)

Tamb�em de�nimos a covariância do aglomerado como sendo

~Rn = Rn �
1

Nm

mnm
t
n: (4.12)

A divis~ao de um n�o em dois n�os �e equivalente �a escolher de dois novos n��veis de quanti-

za�c~ao, q2n e q2n+1, e associar cada membro do aglomerado com o n��vel de quantiza�c~ao mais

pr�oximo. Isso, por sua vez, �e equivalente a selecionar um plano que melhor divide o aglo-

merado de cor. Neste algoritmo, determinamos a dire�c~ao na qual a varia�c~ao do aglomerado

�e maior, e ent~ao dividimos o aglomerado com um plano que �e perpendicular a essa dire�c~ao

e passa pela m�edia do aglomerado, como pode ser visto na Figura 4.14 para o caso da dis-

tribui�c~ao de cor bidimensional mostrada na Figura 4.1. Para um aglomerado muito grande

com distribui�c~ao Gaussiana pode ser mostrado que essa estrat�egia �e �otima.

Mais especi�camente, determinamos o vetor unit�ario que minimiza a express~ao

X
i2Cn

((ci � qn)
te)2 = et ~Rne: (4.13)
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Figura 4.14: Divis~ao de um espa�co de cor bidimensional pelo algoritmo de divis~ao bin�aria:

a seta indica a dire�c~ao de varia�c~ao m�axima de cor e a linha pontilhada indica o plano de

divis~ao.

Como ~R �e sim�etrico, a solu�c~ao �e o autovetor en correspondente ao autovalor maior ou

principal �n de ~R. A varia�c~ao quadrada total na dire�c~ao en �e conseq�uentemente

X
i2Cn

((ci � qn)
te)2 = �n: (4.14)

Com o autovetor principal determinado, os pontos em Cn podem ser ordenados em dois

conjuntos C2n e C2n+1 da seguinte maneira:

C2n = fc 2 Cn : e
t
n � etnqng

C2n+1 = fc 2 Cn : e
t
n > etnqng: (4.15)

Finalmente, as novas estat��sticas para cada n�o podem ser calculadas primeiramente cal-

culando R2n, m2n e N2n, e depois aplicando as rela�c~oes

R2n+1 = Rn � R2n

m2n+1 = mn �m2n

N2n+1 = Nn �N2n: (4.16)

A ordem na qual os n�os s~ao divididos �e escolhida com o objetivo de produzir a maior

redu�c~ao no erro de quantiza�c~ao em cada itera�c~ao do algoritmo. Como esta estrat�egia n~ao

olha para resultados futuros para outras divis~oes, ela n~ao �e necessariamente �otima; entretanto,
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podemos esperar que ela se comporte bem na maioria das situa�c~oes pr�aticas. Quando um n�o

�e dividido sua variância �e reduzida na dire�c~ao do autovetor principal. Conseq�uentemente, �e

razo�avel assumirmos que a redu�c~ao no erro de quantiza�c~ao deve ser proporcional �a varia�c~ao

quadrada total na dire�c~ao do autovetor principal en de ~R. Por essa raz~ao, o autovalor

principal �n �e usado como uma medida da redu�c~ao esperada no erro de quantiza�c~ao se o n�o n

�e dividido. Dada essa aproxima�c~ao, a melhor aloca�c~ao de um n��vel de quantiza�c~ao �e dividir

a folha pelo maior autovetor principal.

A algoritmo de quantiza�c~ao bin�aria b�asico pode ser descrito como se segue:

1. Fa�ca C1 = C.

2. Calcule R1, m1, e N1.

3. Repita a seguinte sequência M � 1 vezes:

Encontre a folha n tal que �n seja o maior.

Use (4.15) para formar os novos n�os 2n e 2n+ 1.

Calcule R, m, e N para os novos n�os usando (4.16).

Nas Figuras 4.15 e 4.16 temos os planos de subdivis~ao do espa�co bidimensional de cor

gerado por este algoritmo para a distribui�c~ao de cores da Figura 4.1. As setas representam

as dire�c~oes de maior varia�c~ao de cor e as linha pontilhadas os planos de divis~ao. A m�edia de

cada aglomerado est�a sendo mostrada na Figura 4.17.
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Figura 4.15: Algoritmo da divis~ao bin�aria: segundo plano de divis~ao.

O resultado da quantiza�c~ao para 4 n��veis pode ser visto na Figura 4.17.
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Figura 4.16: Algoritmo da divis~ao bin�aria: terceiro plano de divis~ao.
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Figura 4.17: Algoritmo da divis~ao bin�aria: quantiza�c~ao para 4 n��veis



Cap��tulo 5

Quantiza�c~ao por M�etodos de

Otimiza�c~ao

J�a vimos anteriormente que a quantiza�c~ao introduz um erro que pode ser estimado pela

f�ormula

E(c; q(c)) =

Z
C

p(c)d(c; q(c))dc: (5.1)

Se estamos realizando uma quantiza�c~ao de N n��veis, isto �e, particionando o espa�co de cor

em N c�elulas K1; : : : ; KN , com valores de quantiza�c~ao q1; : : : ; qN , a equa�c~ao anterior �ca da

forma

E(c; q(c)) =
X

1�j�N

Z
Kj

p(c)d(c; qj)dc: (5.2)

Ou, como temos um n�umero �nito de cores em cada c�elula,

E(c; q(c)) =
X

1�j�N

X
c2Kj

p(c)d(c; qj): (5.3)

Idealmente, entretanto, devemos tentar minimizar a quantidade (5.3) sobre todas as

poss��veis parti�c~oes de N elementos do espa�co de cor. O fato �e que existe um n�umero enorme

de tais parti�c~oes, o que signi�ca que este problema �e muito di�cil de ser computado, logo

a otimiza�c~ao completa geralmente n~ao �e poss��vel de ser obtida. Os m�etodos de otimiza�c~ao

existentes, entretanto, tendem a resolver somente uma forma restrita do problema, ou usam

alguma heur��stica, ou retornam uma resposta aproximada. Vamos agora analisar alguns

destes m�etodos.
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5.1 Quantiza�c~ao �Otima Uni-dimensional

A no�c~ao de otimalidade depende das estat��sticas da distribui�c~ao de cor na imagem e na

medida de distor�c~ao que estamos usando. Suponha, no caso uni-dimensional, que a fun�c~ao

de distribui�c~ao de probabilidade de cor �e p(c) e que estamos usando o erro m�edio quadr�atico

como nossa medida de distor�c~ao. Assim temos que minimizar

D =

Z +1

�1

p(c)(q(c)� c)2dc: (5.4)

As c�elulas de quantiza�c~ao s~ao intervalos [ci�1; ci], cada um correspondendo a um valor

de quantiza�c~ao qi. Como q(c) = qi no intervalo [ci�1; ci], a quantidade (5.4) que queremos

minimizar pode ser reescrita como

D(c0; : : : ; cN ; q1; : : : ; qN�1) =

NX
i=1

Z ci

ci�1

p(c)(qi � c)2dc: (5.5)

As condi�c~oes necess�arias para o que erro de quantiza�c~ao global seja m��nimo s~ao obtidas

calculando-se os pontos cr��ticos da fun�c~aoD. Para fazermos isso, derivamos (5.5) com respeito

a ck e qk e igualamos isso a zero. Obtemos

@D

@ck
= (ck � qk�i)

2p(ck)� (ck � qk)
2p(ck) = 0; (5.6)

@D

@qk
= 2

Z ci

ci�1

(c� qk)p(c)dc = 0: (5.7)

Resolvendo as duas equa�c~oes, temos

qk =

R ci
ci�1

cp(c)dcR ci
ci�1

p(c)dc
e

ck =
qk + qk+1

2
; (5.8)

onde k = 1; : : : ; N .

A primeira equa�c~ao nos diz que o valor de quantiza�c~ao �e o centr�oide da distribui�c~ao

de probabilidade p(c) no intervalo [ck�1; ck]. A segunda equa�c~ao nos diz que os pontos de

fronteira dos intervalos de quantiza�c~ao s~ao dados pela m�edia entre valores de quantiza�c~ao

consecutivos. �E f�acil veri�carmos que, quando a distribui�c~ao de probabilidade �e uniforme,

isto �e, p(c) = 1=(cN � c0), a solu�c~ao �otima resulta na quantiza�c~ao uniforme uni-dimensional

descrita anteriormente.

Note que uma solu�c~ao de (5.8) �e a priori somente um ponto cr��tico de D, e n~ao necessa-

riamente um m��nimo. Podemos mostrar que, para algumas distribui�c~oes de probabilidade, a
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solu�c~ao realmente minimiza D. Esse �e o caso, por exemplo, quando temos uma distribui�c~ao

de probabilidade uniforme ou normal (gaussiana). Como mencionado anteriormente, a so-

lu�c~ao no caso de uma distribui�c~ao uniforme corresponde a uma quantiza�c~ao uniforme. Para

uma distribui�c~ao normal a solu�c~ao �e mais complicada e deve ser calculada numericamente.

5.2 Quantiza�c~ao �Otima por Relaxa�c~ao

Os c�alculos da se�c~ao anterior estendem-se para dimens~oes maiores que 1, mas neste caso

as equa�c~oes em (5.8) s~ao mais complicadas, porque envolvem integra�c~ao sobre o contorno das

c�elulas de quantiza�c~ao. Um m�etodo de quantiza�c~ao mais apropriado �e um procedimento de

relaxa�c~ao, que nos fornece uma solu�c~ao atrav�es de aproxima�c~oes sucessivas.

Considere um vetor de cor c, que deve ser mapeado em um vetor c0, e suponha que temos

N n��veis de quantiza�c~ao c01; : : : ; c
0
N . Al�em disso, usando a m�etrica Euclideana quadr�atica

d(c1; c2) = hc2� c1; c2� c1i (ha; bi indica o produto escalar de a e b), a equa�c~ao (5.1) implica

que o erro m�edio quadr�atico �e

D =

Z +1

�1

d(c; c0)p(c)dc =

NX
i=1

Z
c2Ci

d(c; c0)p(c)dc;

onde p �e a distribui�c~ao de probabilidade e Ci �e a c�elula de quantiza�c~ao correspondente ao

nivel c0i. Duas condi�c~oes devem ser satisfeitas para obtermos uma quantiza�c~ao �otima:

1. O mapa de quantiza�c~ao q deve mapear cada cor de entrada para o n��vel de quantiza�c~ao

mais pr�oximo de si:

q(c) = c0i , d(c; c0i) � d(c; c0j); para todo 1 � j � N com j 6= i:

2. Em cada c�elula Ci devemos calcular o nivel de quantiza�c~ao c0i de modo a minimizar o

erro m�edio D em Ci.

A condi�c~ao 1 nos permite calcular Ci pela m�etrica d e os n��veis de quantiza�c~ao. Condi�c~ao

2 nos permite calcular c0i da c�elula Ci. Como na quantiza�c~ao �otima uni-dimensional, uma vez

sabendo a m�etrica d, as c�elulas de quantiza�c~ao e os n��veis de quantiza�c~ao s~ao interdependen-

tes; se soubermos um podemos determinar o outro:

� Comece com os n��veis de quantiza�c~ao c
(1)
i , escolhidos de algum modo.

� Com c
(1)
i e a m�etrica d, calcule as c�elulas de quantiza�c~ao C

(1)
i usando a condi�c~ao 1.

� Das c�elulas de quantiza�c~ao C
(1)
i e da m�etrica d, encontre novos n��veis de quantiza�c~ao

usando a condi�c~ao 2.
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� Repita os dois passos anteriores at�e o erro m�edio quadr�atico n~ao mudar mais (dentro

de uma determinada precis~ao).

Esse processo envolve muitas di�culdades:

� Devemos calcular os n��veis de quantiza�c~ao c
(1)
i para todas as possibilidades de cores no

espa�co, o que �e computacionalmente caro.

� A distribui�c~ao de probabilidade de cores geralmente n~ao �e conhecida exatamente.

� As condi�c~oes 1 e 2 s~ao necess�arias, mas n~ao su�cientes, para uma quantiza�c~ao �otima,

logo o processo pode n~ao convergir, ou pode convergir para uma solu�c~ao n~ao-�otima.

A literatura inclui v�arias maneiras de driblarmos esses problemas. Condi�c~oes adicionais

podem ser adicionadas para garantir que o processo de relaxa�c~ao convirja e para melhorar

sua e�ciência computacional.

5.3 Quantiza�c~ao �Otima por Relaxa�c~ao Estoc�astica

Como a quantiza�c~ao �otima depende de propriedades estat��sticas da imagem, �e natural

tentar obtê-las usando um procedimento de relaxa�c~ao estoc�astica. Tais m�etodos funcionam

atrav�es de aproxima�c~oes sucessivas como no m�etodo anterior, mas baseados em algoritmos

estoc�asticos, ao inv�es de determin��sticos para passar de uma aproxima�c~ao para a pr�oxima. A

mecânica estat��stica mostra que as con�gura�c~oes de menor energia de certos sistemas f��sicos

s~ao os mais prov�aveis. Os funcionais de energia descrevendo estes sistemas est~ao associados �as

distribui�c~oes de Gibbs (Fiume & Ouellette, 1989a). O m��nimo do sistema pode ser obtido, por

exemplo, atrav�es de um algoritmo de relaxa�c~ao estoc�astica. Tal algoritmo usa a distribui�c~ao

de probabilidade a priori e realiza perturba�c~oes aleat�orias na con�gura�c~ao inicial do sistema

at�e que o estado de energia m��nimo seja atingido. De uma maneira inteiramente an�aloga,

essa teoria pode ser aplicada para quantiza�c~ao de cor.



Cap��tulo 6

Quantiza�c~ao por Aglomerados

Neste cap��tulo introduziremos o problema de aglomerados, abordando sua utiliza�c~ao para

quantiza�c~ao de imagens digitais. Para tal, primeiro daremos uma breve introdu�c~ao sobre

an�alise de aglomerados, dando ênfase �as principais heur��sticas para solu�c~ao de tais problemas.

Dois bons trabalhos sobre o assunto podem ser encontrados em (Brucker, 1977) e (Procopiuc,

1996), que foram usados como base para este pequeno resumo.

Alguns algoritmos de quantiza�c~ao de imagens que se utilizam de t�ecnicas de forma�c~ao

de aglomerados s~ao apresentados. Daremos ênfase aos principais algoritmos, ou por sua

importância hist�orica ou por sua utilidade.

6.1 An�alise de Aglomerados

Problemas de aglomerados est~ao presentes em muitas �areas e têm uma grande faixa de

aplica�c~oes, tais como compress~ao de dados, recupera�c~ao de informa�c~ao, reconhecimento de

padr~ao, localiza�c~ao de facilidades, e agrupamento de dados. Devido �a grande variedade de

dom��nios nos quais estes problemas aparecem, muitas variantes do problema de aglomera-

dos vem sendo estudadas. Entretanto, todos elas exigem um particionamento de um dado

conjunto de objetos em aglomerados que otimizem uma determinada fun�c~ao objetivo.

Seja S um conjunto de m objetos, geralmente representados como pontos em um espa�co

m�etrico n-dimensional. Um parti�c~ao de S em k conjuntos C1; C2; : : : ; Ck �e chamado de

k-aglomerado, e todo Ci �e chamado de um aglomerado.

De�nimos o tamanho do aglomerado de um k-aglomerado como sendo o menor valor d

para o qual todos os pontos em todos os aglomerados ou est~ao

(a) dentro de uma distância d de cada um, ou

(b) dentro de uma distância d=2 de algum ponto chamado de centro do aglomerado.

A distância entre dois pontos �e medida na m�etrica do espa�co a que estes pontos pertencem

(na realidade, podemos de�nir uma fun�c~ao de distância arbitr�aria f : S � S ! R
+ que

n~ao necessariamente satisfa�ca a desigualdade triangular). A escolha da fun�c~ao distância �e

intrinsecamente relacionada com a aplica�c~ao em particular.
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Dependendo de como de�nimos o tamanho do aglomerado como em (a) ou em (b), o pro-

blema �e chamado aglomerado por par ou aglomerado central, respectivamente. Al�em disso,

problemas de aglomerados centrais podem ser divididos em problemas de aglomerados cen-

trais gerais, se os centros dos aglomerados podem ser algum ponto no espa�co n-dimensional,

ou problemas de aglomerados centrais discretos, se os centros do aglomerado s~ao necessaria-

mente pontos de S.

Um problema de aglomerado geralmente tem uma das seguintes formas:

(P1) Dados S e k, encontre um k-aglomerado de S de tamanho de aglomerado m��nimo.

(P2) Dados S e um n�umero real w, particione S em um n�umero m��nimo de aglomerados de

tal forma que o tamanho do aglomerado seja pelo menos w (isto �e, encontre o menor

valor de k de modo que S admita um k-aglomerado de tamanho de aglomerado menor

ou igual a w).

Para problemas do tipo (P1), a fun�c~ao objetivo �e o tamanho do aglomerado. Se de�nimos

o valor di para o i-�esimo aglomerado como sendo a maior distância entre dois pontos em

um aglomerado (ou, alternativamente, duas vezes a distância m�axima entre um ponto no

aglomerado ao seu "centro"), ent~ao (P1) �e o problema de minimizar sobre todos os poss��veis

subconjuntos de S a fun�c~ao objetivo

c(S) = max di; 1 � i � k: (6.1)

Estes s~ao, particularmente, os tipos de problemas que estamos interessados na quantiza�c~ao

de imagens, ou seja, estamos interessados em achar uma parti�c~ao do espa�co de cor com o

menor erro de quantiza�c~ao poss��vel dado um n�umero de cores que desejamos obter na imagem

quantizada.

6.1.1 Complexidade do Problema de Aglomerados

Em uma dimens~ao, aglomerados centrais e por pares podem ser resolvidos em tempo po-

linomial por programa�c~ao dinâmica (Brucker, 1977). Em duas dimens~oes, aglomerados cen-

trais �e NP-completo (R. J. Fowler & Tanimoto, 1981) e (Megiddo & Supowit, 1984), mesmo

quando procuramos por uma solu�c~ao aproximada (Feder & Greene, 1988) (Gonzales, 1985)

e (M. T. Ko & Chang, 1990). Para m�etricas satisfazendo a desigualdade triangular, aglome-

rados por pares se reduzem a aglomerados centrais, sendo ent~ao tamb�em NP-completos.

Assim, devemos encontrar solu�c~oes aproximadas para o problema de aglomerados de tal

forma que estas sejam realiz�aveis em computadores.

6.1.2 Heur��sticas

Ao contr�ario dos algoritmos que tentam encontrar uma solu�c~ao exata para o problema

de aglomerados, as heur��sticas n~ao se baseiam em uma fun�c~ao distância particular, e n~ao

fazem uso da "geometria"do problema para encontrar uma solu�c~ao. Estas caracter��sticas as
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�zeram muito populares em muitas aplica�c~oes onde algum tipo de aglomerado �e necess�ario,

mas o crit�erio de aglomeramento n~ao tem uma interpreta�c~ao intuitiva no espa�co geom�etrico.

Sua principal desvantagem, no entanto, �e que elas n~ao garantem "bons"aglomerados, ou po-

dem produzir aglomerados aonde n~ao existem aglomerados "naturais". Muitas aplica�c~oes

que usam tais heur��sticas têm que adaptar e melhorar seu uso de acordo com conhecimentos

espec���cos do problema que se prop~oem a resolver. E apesar de tais melhoramentos faze-

rem com que se comportem razoavelmente bem para a maioria das entradas, sempre existem

casos nos quais a performance do m�etodo �e muito fraca. As v�arias heur��sticas em uso atual-

mente podem ser classi�cadas em duas categorias: aglomerados hier�arquicos e aglomerados

particionais. Nas duas pr�oximas se�c~oes apresentaremos um resumo dessas categorias, que �e

baseado em (Anderberg, 1973) e (Jain & Dubes, 1988).

Heur��sticas Hier�arquicas de Aglomerados

Se C e C 0 s~ao duas parti�c~oes (aglomerados) do conjunto de entrada, dizemos que C est�a

aninhado em C 0 se todo componente de C �e um subconjunto pr�oprio de C 0. O objetivo de um

m�etodo de aglomerado hier�arquico �e produzir uma s�erie de parti�c~oes aninhadas do conjunto

de entrada, de tal forma que o n��vel mais baixo da parti�c~ao consiste de n conjuntos, cada um

contendo pontos do conjunto de entrada, e no n��vel mais alto a parti�c~ao consiste do conjunto

todo. O m�etodo pode ser desenhado por uma estrutura de �arvore chamada de dendograma,

no qual os n�os correspondem a aglomerados gerados durante a execu�c~ao do algoritmo, e existe

uma aresta entre o aglomerado C e C 0 se C est�a incluso em C 0. Uma camada do dendograma

respresenta o aglomeramento do conjunto de entrada em alguma etapa do algoritmo (da�� o

nome aglomerado hier�arquico).

O m�etodo �e chamado de agrupamento se o algoritmo come�ca com n aglomerados indivi-

duais e os combina para obter todo o conjunto, ou divisivo se come�ca com o conjunto todo

e o divide para obter aglomerados individuais. Claramente um m�etodo pode ser visto como

o contr�ario do outro, assim, s�o consideraremos os algoritmos de agrupamento neste estudo.

Algoritmo de Agrupamento

1. Comece com n aglomerados, cada um contendo um ponto do conjunto de entrada.

Numere os aglomerados de 1 at�e n.

2. Encontre o par de aglomerados r, s mais similares (isto �e, d(r; s) �e o elemento m��nimo

de d). Combine os aglomerados r e s, exclua as linhas e as colunas de d correspondentes

a r e s e insira uma nova linha e coluna para o novo aglomerado. Para economizar

espa�co, a nova coluna e linha podem ser escritas sobre a coluna e a linha de r, por

exemplo, e ent~ao o aglomerado combinado ser�a denominado r.

3. Repita o passo 2 um total de n� 1 vezes, at�e s�o restar um aglomerado.

As diferen�cas entre os v�arios m�etodos de agrupamento est~ao no modo de como o passo

2 �e implementado, mais precisamente, do modo de como as distâncias de dissimilaridade do

novo aglomerado s~ao calculadas. Vamos mostrar aqui as alternativas mais populares. No
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restante desta se�c~ao, chamaremos de t o aglomerado obtido no passo 2 da combina�c~ao dos

aglomerados r e s, e por k qualquer outro aglomerado do aglomeramento corrente.

Aglomerado Simplesmente-ligado: d(t; k) = min(d(r; k); d(s; k)). Uma maneira de in-

terpretar o aglomeramento a cada etapa deste m�etodo �e a seguinte: considere um grafo

cujos n�os correspondem aos pontos de entrada, e cujas arestas s~ao ponderadas pelos

valores das entradas correspondentes em d. Se olharmos para o subgrafo obtido ao

exclu��rmos todas as arestas com pesos maiores ou iguais �a d(r; s), cada componente

conectada m�axima desse subgrafo corresponde a um aglomerado logo antes dos aglo-

merados r e s serem escolhidos no passo 2 do algoritmo. Al�em disso, os aglomerados r

e s correspondem �as duas componentes conectadas do subgrafo que podem ser conec-

tadas entre si por uma simples liga�c~ao de peso m��nimo igual �a d(r; s) (da�� o nome do

m�etodo).

Aglomerado Completamente-ligado: d(t; k) = max(d(r; k); d(s; k)). Se considerarmos

o subgrafo descrito anteriormente, os cliques m�aximos desse subgrafo correspondem a

aglomerados que existem logo antes de r e s serem escolhidos durante o passo 2. Al�em

disso, os cliques correspondentes aos aglomerados r e s podem ser transformados em

um simples clique pela adi�c~ao de uma aresta de tamanho m��nimo igual �a d(r; s) (o nome

do m�etodo �e esse porque um clique �e um (sub)grafo completo).

Aglomerado de Liga�c~ao M�edia: d(t; k) = nr=(nr + ns)d(r; k) + ns=(nr + ns)d(s; k) (caso

sem pesos), ou d(t; k) = 1=2(d(r; k) + d(s; k)) (caso com pesos). Quando calculamos

a distância entre dois pares, a m�edia das dissimilaridades entre elementos dos dois

aglomerados s~ao usados. No caso sem peso, levamos em considera�c~ao o n�umero de

elementos em cada aglomerado, enquanto que no caso com peso ignoramos esta infor-

ma�c~ao, assim elementos em aglomerados menores tem peso maior que elementos em

aglomerados maiores.

Aglomerado pelo Centr�oide: d(t; k) = nr=(nr+ns)d(r; k)+ns=(nr+ns)d(s; k)�nrns=(nr+

ns)d(r; s) (caso sem pesos), ou d(t; k) = 1=2(d(r; k) + d(s; k)) � 1=4d(r; s) (caso com

pesos, tamb�em conhecido como aglomerado pela mediana). Similar ao aglomerado de

liga�c~ao m�edia, exceto que neste caso um centr�oide �e calculado para cada aglomerado,

e a distância entre aglomerados �e dada pela distância de seus respectivos centr�oides.

Aglomerado de Ward: d(t; k) = (nr + nk)=(nr + ns + nk)d(r; k) + (ns + nk)=(nr + ns +

nk)d(s; k) � nk=(nr + ns + nk)d(r; s). Esse m�etodo �e estabelecido para combinar �a

cada etapa o par de aglomerados no qual a mudan�ca na variância no aglomerado �e

minimizada. A variância �e de�nida como a soma do quadrado dos erros do aglomerado,

onde para cada aglomerado o erro quadr�atico �e calculado adicionando a distância do

erro quadr�atico entre um ponto no aglomerado e o seu centr�oide.

Na pr�atica, o dendograma de um algoritmo simplesmente-ligado sempre tende a se parecer

uma cadeia, um resultado que �e indesejado pois n~ao nos fornece uma boa id�eia do que est�a

se passando com os pontos de entrada. Por outro lado, aglomerados gerados por m�etodos
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completamente-ligados podem n~ao ser bem separados. Os outros três m�etodos descritos acima

tentam eliminar estes problemas, evitando os extremos no modo como as dissimilaridades

s~ao de�nidas. Estudos comparativos indicam que o m�etodo de Ward tem uma performance

melhor que os outros m�etodos hier�arquicos.

Heur��sticas Particionais de Aglomerados

Enquanto que o objetivo das heur��sticas descritas na se�c~ao anterior era criar uma hierar-

quia de aglomerados que otimize o aninhamento de um aglomerado no outro (no sentido de

que o dendograma resultante deve corresponder ao agrupamento dos pontos de entrada no

espa�co), as heur��sticas nessa se�c~ao geram um k-aglomerado do conjunto de entrada re�nando-

o sucessivamente, at�e que um determinado crit�erio de parada seja alcan�cado. Basicamente

estamos procurando por uma solu�c~ao �otima, ou perto da �otima, atrav�es da busca de poss��veis

aglomerados em alguma ordem heur��stica. O desejo �e que para a maioria dos problemas, essa

ordem seja boa o su�ciente de tal modo que o aglomeramento encontre a condi�c~ao de parada

em poucas itera�c~oes. Entretanto, pode ser provado que um escolha ruim dos aglomerados

iniciais pode nos levar a um aglomeramento �nal que aproxima a solu�c~ao �otima por um fator

arbitrariamente grande.

A seguir, apresentaremos três tipos de aglomerados por particionamento: aglomerados

por pontos sementes, aglomerados por grafos e aglomerados por vizinhan�ca mais pr�oxima.

Um algoritmo de aglomeramento baseado em pontos sementes procede da seguinte ma-

neira:

1. Escolha k pontos iniciais, chamados sementes. Dependendo do m�etodo empregado

para sua escolha, as sementes podem ou n~ao ser pontos do conjunto de entrada. Cada

semente corresponder�a a um aglomerado, que inicialmente est�a vazio.

2. Atribua cada ponto do conjunto de entrada ao aglomerado cuja semente est�a mais

pr�oxima do ponto.

3. Para cada aglomerado, calcule uma nova semente, de acordo com algum m�etodo que

leva em considera�c~ao os pontos do conjunto de entrada dentro do aglomerado.

4. Repita os passos 2 a 3 at�e que uma condi�c~ao de parada seja alcan�cada.

V�arias heur��sticas podem ser usadas para a escolha das k sementes iniciais, tais como:

aleatoriamente escolha k pontos do conjunto de entrada (algoritmo de MacQueen); pegue

qualquer parti�c~ao dos pontos do conjunto de entrada em k aglomerados e escolha a semen-

te como sendo o centr�oide desses aglomerados (algoritmo de Forgy); use algum algoritmo

hier�arquico de aglomeramento para obter um k-aglomerado inicial (tome o mais alto n��vel no

dendograma que tenha pelo menos k aglomerados, e combine os aglomerados mais similares,

se necess�ario, para obter exatamente k aglomerados).

Uma fun�c~ao distância deve ser especi�cada para a execu�c~ao do passo 2 do algoritmo. O

m�etodo pelo qual uma nova semente do aglomerado �e calculado no passo 3 est�a tamb�em de
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perto relacionado com a escolha da distância. A distância mais popular em v�arias aplica�c~oes

parece ser o erro quadr�atico, neste caso a nova semente de um aglomerado �e o seu centr�oide.

O algoritmo p�ara no passo 4 quando um n�umero m�aximo de itera�c~oes foi executado, ou

quando a "diferen�ca"entre dois aglomeramentos gerados por itera�c~oes consecutivas �e menor

que um certo limiar (a de�ni�c~ao dessa diferen�ca depende da fun�c~ao distância).

Outra categoria de algoritmos de particionamento usa grafos para dividir o conjunto de

pontos de entrada em aglomerados. Primeiro, um grafo completo �e de�nido de tal forma que

seus n�os correspondam aos pontos de entrada, e suas arestas s~ao ponderadas pela distância

entre os pontos correspondentes. O algoritmo ent~ao se processa da seguinte maneira:

1. Construa algum subgrafo do grafo completo.

2. Remova as arestas inconsistentes do subgrafo, e chame cada componente conectada

resultante um aglomerado.

V�arias estruturas de subgrafos têm sido consideradas para a implementa�c~ao do passo 1:

�arvore de caminho m��nimo (minimum spanning tree), grafo de vizinhan�ca relativa (pontos

pi e pj est~ao conectados por uma aresta se e somente se d(pi; pj) � max(d(pi; pk); d(pj; pk))

para algum ponto de entrada pk 6= pi; pj), o grafo de Gabriel (pontos pi e pj est~ao conectados

por uma aresta se e somente se d2(pi; pj) < d2(pi; pk)+ d2(pj; pk) para todo ponto de entrada

pk 6= pi; pj), ou a triangula�c~ao de Delaunay dos pontos de entrada.

Uma aresta inconsistente �e aquela cujo peso �e signi�cantemente maior que a m�edia dos

pesos das arestas pr�oximas.

O �ultimo algoritmo que apresentamos usa a regra da vizinhan�ca mais pr�oxima para aglo-

merar os pontos. O usu�ario fornece um parâmetro de limiar t, que ir�a inuenciar no n�umero

de aglomerados gerados:

1. Seja S = fp1; : : : ; png. Atribua p1 ao aglomerado C1.

2. Para cada pk (2 � k � n), encontre seu vizinho mais pr�oximo pj dentre todos os pontos

fp1; : : : ; pk�1g. Se d(pj; pk) � t, atribua pk ao aglomerado pj. Sen~ao, crie um novo

aglomerado e atribua pk a esse aglomerado.

6.1.3 Quantiza�c~ao e Aglomerados

Assim, se considerarmos que o espa�co de cor no computador �e discreto, temos que cada

cor pode ser representada como um elemento de um conjunto de entrada. Consideramos,

ent~ao, o problema de quantiza�c~ao de imagem como um problema de forma�c~ao de aglomerados

de cores similares que, ao serem substitu��das pelo seu valor representativo d�a origem a uma

quantiza�c~ao do espa�co de cor discreto. O conceito de similaridade est�a ligado a qu~ao pr�oximas

estas cores est~ao no espa�co de cor. Logo, podemos naturalmente escrever o problema de

quantiza�c~ao como sendo um problema de otimiza�c~ao em an�alise de aglomerado: a solu�c~ao

�otima deve minimizar o erro de quantiza�c~ao em todas as poss��veis parti�c~oes de N -elementos

do espa�co de cor discreto.
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Figura 6.1: Cubo RGB discreto com um conjunto de cores.

Na Figura 6.1 vemos o cubo RGB com as cores presentes na imagem da arara. Vemos

claramente que as cores presentes nesta imagem formam aglomerados de cores que podem

ser substitu��dos pelo seu n��vel de quantiza�c~ao, dando origem �a imagem quantizada.

6.2 Quantiza�c~ao com Aglomerados por Curva de Peano

Introduzida na literatura por A. F. Lehar e R. J. Stevens em 1984, este algoritmo utiliza-se

de algumas propriedades das curvas de Peano para dar origem a um algoritmo de quantiza�c~ao

baseado em clustering. As seguintes propriedades das curvas de Peano (Sagan, 1994) devem

ser levadas em considera�c~ao:

� Uma curva de Peano �e um curva sem interrup�c~oes que passa somente uma vez por cada

elemento (cor) do espa�co de cor.

� Pontos pr�oximos na curva de Peano est~ao pr�oximos no espa�co de cor.

� Pontos pr�oximos no espa�co de cor tendem a estar pr�oximos na curva de Peano.

� A curva de Peano atua como uma transforma�c~ao de um espa�co n-dimensional em um

espa�co unidimensional, preservando algumas propriedades espaciais nessa varredura.

Assim, uma curva de Peano passa por todo espa�co de cor tri-dimensional e �e ent~ao "es-

ticada", ou seja, transformamos um espa�co 3-D em um espa�co 1-D. Na Figura 6.2 temos

o exemplo de uma curva de Peano que preenche todo o cubo RGB. O histograma de cor

unidimensional gerado ao "esticarmos"esta curva pode ser visto na Figura 6.3, onde temos
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Figura 6.2: Curva de Peano preenchendo todo o cubo RGB.

todas as cores do cubo RGB. A distância entre cores sai direto do histograma, onde podemos

considerar que cada cor esta localizada em um n�umero inteiro. Assim, para o cubo RGB,

ter��amos que as cores mais distantes distam 224 unidades.

Se o dado (cor) de um pixel pertence a um aglomerado no espa�co, ele tamb�em pertencer�a

ao mesmo aglomerado no histograma unidimensional. Logo, as cores do mapa de cor podem

ser escolhidas com base nessa distribui�c~ao.

O mapa de cor �e ent~ao gerado pela t�ecnica, j�a descrita, conhecida como equaliza�c~ao

de histograma, ou seja, tentamos atribuir a cada c�elula de quantiza�c~ao o mesmo n�umero

de pixels. O processo de quantiza�c~ao por equaliza�c~ao de histograma consiste em fazermos

subdivis~oes sucessivas do intervalo de intensidades da imagem utilizando a mediana desse

conjunto em cada processo de subdivis~ao.

Temos o seguinte algoritmo:

1. Gere uma curva de Peano que preencha todo o espa�co de cor.

2. "Estique"esta curva para que ela �que unidimensional.

3. Varra a imagem original mapeando suas cores nesta curva de Peano "esticada". Isso nos

fornecer�a o histograma unidimensional do espa�co RGB onde cores pr�oximas no cubo

RGB estar~ao pr�oximas no histograma devido �as propriedades das curvas de Peano.

4. Utilizando uma t�ecnica de equaliza�c~ao de histograma gere o n�umero de n��veis de quan-

tiza�c~ao desejados.
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5. Depois de encontrado os n��veis de quantiza�c~ao, encontre suas respectivas c�elulas de

quantiza�c~ao e mapeie as cores da imagem original em seus n��veis de quantiza�c~ao.

Cores presentes na imagem

F
re

q
u
ê
n
c
ia

s

Figura 6.3: Histograma de cor unidimensional com todas as cores do cubo RGB.

6.3 Quantiza�c~ao por Octree

Este algoritmo foi introduzido na literatura por Michael Gervautz e Werner Purgathofer

em 1990.

A imagem �e lida sequencialmente. As primeiras K cores diferentes s~ao inseridas na

octree. Se uma outra cor �e adicionada, que signi�ca que a parte processada da imagem

j�a tem K + 1 cores diferentes, os vizinhos mais pr�oximos s~ao agrupados e suas cores s~ao

substitu��das pela m�edia das cores presentes nos respectivos sub-cubos de cor. Esse passo �e

repetido para toda cor adicional, de modo que a qualquer momento n~ao exista mais do que

K cores representativas. Essa propriedade, �e claro, continua verdadeira depois da imagem

ser completamente processada.

Para exempli�car este m�etodo de quantiza�c~ao considere a imagem da Figura 6.4 como sen-

do a imagem que queremos quantizar. Esta imagem apresenta 10 cores distintas e queremos

quantiz�a-la para 6 cores. Logo, para este exemplo K = 6.

20 130 40255 255 204

255 102 102

255 0 0

130 80 50

88 200 50

83 112 234

50 50 200

120 65 200

255 255 255

Figura 6.4: Imagem que ser�a usada para exempli�car a Quantiza�c~ao por Octree.
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6.3.1 A Octree

Para esse m�etodo de quantiza�c~ao devemos usar uma estrutura de dados que possibilite

uma detec�c~ao r�apida de cores que sejam pr�oximas no espa�co de cor. Uma �arvore octree se

adequa bem para este problema. O cubo RGB pode ser facilmente administrado por uma

octree (Figura 6.5).

G

R

B

127

255

127
255

255

Figura 6.5: Uma octree para aglomerados de cores em um cubo RGB.

Com o uso da octree temos em cada n��vel da �arvore os limites do cubo em que as cores

est~ao contidas. Assim, se considerarmos todas as cores no gamute da imagem, temos o cubo

com as componentes R, G e B variando de [0 - 255]. No sub-cubo com as componentes R

variando no intervalo [0 - 127), G variando no intervalo [127 - 255] e B variando no intervalo

[0 -127) temos todas cores do gamute da imagem que fazem parte deste sub-cubo, como por

exemplo a cor R = 100, G = 200 e B = 50.
�A medida que caminhamos a n��veis mais profundos na �arvore octree temos sub-cubos

menores. Assim, quanto maior a profundidade de um n�o, menor �e o sub-cubo de cor repre-

sentado por ele. Consequentimente, a profundidade de um n�o �e uma medida para a distância

m�axima de suas cores.

6.3.2 O Algoritmo

A quantiza�c~ao por octree �e feita em três fases:

� Determina�c~ao das cores representativas.

� Preenchimento da tabela de cores.

� Mapeamento das cores originais nas cores representativas.

Vamos descrever com mais detalhes cada um dos passos acima usando a octree de cor.
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Determina�c~ao das Cores Representativas

A octree �e constru��da somente nas partes que s~ao necess�arias para a imagem sendo quanti-

zada, ou seja, n~ao teremos sub-cubos se n~ao tivermos pelo menos uma cor contida no mesmo.

No in��cio a octree est�a vazia. Toda cor que ocorre na imagem �e ent~ao inserida.

Existem três casos poss��veis ao inserirmos uma cor na octree:

Caso 1 O elo da �arvore octree selecionado �e um ponteiro vazio, logo o sub-cubo correspon-

dente ainda est�a vazio. Neste caso podemos simplesmente criar um novo n�o folha e

armazenar a nova cor neste n�o. Na Figura 6.6 (A) temos uma octree no momento

em que vamos inserir a cor de componentes RGB (255, 255, 204). Esta cor faz parte

de um sub-cubo que ainda n~ao est�a presente na octree. Assim, criamos um novo n�o,

que representa o sub-cubo onde esta cor est�a contida, e inserindo-a e incrementando o

contador de cores contidas no n�o, que chamamos de NP (Figura 6.6 (B)).

255
255
204

Inserir

(A)

83
112
234

[0 - 255]
[0 - 255]
[0 - 255]

[63 - 127)
[63 - 127)
[191 - 255]

NP = 2

166
224
468

[0 - 127)
[0 - 127)
[127 - 255]

50
50
200

[0 - 63)
[0 - 63)
[191 - 255]

NP = 3

150
150
600

(B)

[0 - 255]
[0 - 255]
[0 - 255]

[0 - 127)
[0 - 127)
[127 - 255]

50
50
200

[0 - 63)
[0 - 63)
[191 - 255]

NP = 3

150
150
600

83
112
234

[63 - 127)
[63 - 127)
[191 - 255]

NP = 2

166
224
468

255
255
204

[127 - 255]
[127 - 255]
[127 - 255]

NP = 1

255
255
204

Figura 6.6: Inser�c~ao de uma nova cor em uma �arvore octree: caso 1.
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Caso 2 O elo da �arvore octree aponta para um n�o folha e a cor que queremos inserir �e igual

a cor armazenada no n�o. Nenhum novo n�o �e criado, incrementamos o contador de cores

contidos no n�o (NP) e somamos as componentes R, G e B da nova cor aos respectivos

acumuladores de R, G e B do n�o em quest~ao. Na Figura 6.7 (A) temos a octree antes

de inserirmos a cor de componentes RGB (50, 50, 200). Como esta cor j�a est�a presente

na �arvore, simplesmente incrementamos NP e atualizamos os acumuladores R, G e B

somando as respectivas componentes RGB da cor sendo inserida, como pode ser visto

na Figura 6.7 (B).
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(A)
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112
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[0 - 255]
[0 - 255]
[0 - 255]

[63 - 127)
[63 - 127)
[191 - 255]

NP = 1
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[0 - 127)
[0 - 127)
[127 - 255]

50
50
200

[0 - 63)
[0 - 63)
[191 - 255]

NP = 1

50
50
200

(B)

83
112
234

[0 - 255]
[0 - 255]
[0 - 255]

[63 - 127)
[63 - 127)
[191 - 255]

NP = 1

83
112
234

[0 - 127)
[0 - 127)
[127 - 255]

50
50
200

[0 - 63)
[0 - 63)
[191 - 255]

NP = 2

100
100
400

Figura 6.7: Inser�c~ao de uma nova cor em uma �arvore octree: caso 2.

Caso 3 O elo da �arvore octree aponta para um n�o folha mas a nova cor n~ao �e igual a cor

armazenada no n�o. Neste caso, a cor contida no n�o e a nova cor est~ao contidas no mesmo

sub-cubo, logo a �arvore octree deve ser subdividida neste n�o. Um novo n�o intermedi�ario

�e criado e o antigo n�o folha e o novo n�o contendo a nova cor s~ao inseridos como �lhos

do novo n�o intermedi�ario. A octree antes de inserirmos a cor de componentes RGB (83,

112, 234) pode ser vista na Figura 6.8 (A). Como a nova cor a ser inserida est�a contida
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em um sub-cubo j�a existente e ela �e diferente da cor presente no mesmo, devemos

subdividir este sub-cubo de modo que possamos inserir esta nova cor no sub-cubo onde

est�a contida, como vemos na Figura 6.8 (B).

50
50
200

[0 - 255]
[0 - 255]
[0 - 255]

[0 - 127)
[0 - 127)
[127 - 255]

83
112
234
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[0 - 255]
[0 - 255]
[0 - 255]

[63 - 127)
[63 - 127)
[191 - 255]

NP = 1
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112
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[0 - 127)
[0 - 127)
[127 - 255]

50
50
200

[0 - 63)
[0 - 63)
[191 - 255]

NP = 1

50
50
200

(A)

Figura 6.8: Inser�c~ao de uma nova cor em uma �arvore octree: caso 3.

Desse modo uma �arvore octree incompleta �e criada na qual muitos ramos s~ao perdidos.

Na verdade, essa octree n~ao tem que ser preenchida com todas as cores porque cada vez que

o n�umero de cores atinge K + 1, cores similares podem ser combinadas, logo nunca existir�a

mais que K cores restantes. Chamaremos essa a�c~ao de redu�c~ao de cores.

Toda vez que o n�umero de n�os folhas (isto �e, o n�umero de cores representativas encontradas

at�e o momento) excede K, a octree �e reduzida. A redu�c~ao come�ca na parte inferior da octree

atrav�es da substitui�c~ao de algumas folhas pelo seu predecessor.

Na redu�c~ao da octree, os seguintes crit�erios s~ao relevantes:

� De todos os n�os redut��veis, aqueles que tiverem mais profundos na octree devem ser

escolhidos primeiro, porque eles representam cores que est~ao mais pr�oximas.

� Se existir mais de um n�o nas maiores profundidades, um crit�erio adicional pode ser

usado para um solu�c~ao �otima. Por exemplo, reduza o n�o que representa a menor

quantidade de pixels at�e o momento. Desse modo a soma do erro se manter�a pequena.
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Figura 6.9: Quando uma �arvore octree conterK+1 cores, devemos fazer uma a�c~ao de redu�c~ao

desse n�umero de cores para K.

Na Figura 6.9 (A) temos o estado da octree antes de inserirmos a cor com componentes

RGB (130, 80, 50). Ao inserirmos esta cor, o n�umero de cores representativas excede o n�umero
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de cores que desejamos para a imagem quantizada, no nosso exemplo K = 6 (Figura 6.9 (B)).

Devemos ent~ao fazer uma redu�c~ao na octree, como pode ser visto na Figura 6.9 (C).

Para construir a octree, toda imagem deve ser lida uma vez e todas as cores da imagem

têm que ser inseridas na octree.

Preenchendo a Tabela de Cor

No �nal, os K n�os folhas da octree cont�em as cores para a tabela de cores (o valor m�edio

de todas as cores representativas = (acumuladores RGB) / NP). Elas podem ser escritas na

tabela de cores atrav�es de um exame recursivo da octree. Durante esta passagem recursiva

pela �arvore em cada n�o folha da octree seu pr�oprio ��ndice de cor �e tamb�em armazenado.

Na Figura 6.10 temos a �arvore octree gerada ap�os lermos todas as cores na imagem.
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NP = 6

255
255
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1530
1530
1377
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[0 - 127)
[127 - 255]

NP = 9

88
70
208

796
634
1868

Figura 6.10: �Arvore gerada ap�os o termino do algoritmo de Quantiza�c~ao por Octree.

Mapeando nas Cores Representativas

O mapeamento das cores originais em suas cores representativas agora pode ser facilmente

gerenciado com a octree tamb�em. Tentando encontrar qualquer cor original na octree che-

garemos em um n�o folha em algum n��vel da �arvore. Este n�o cont�em uma cor muito similar

�a cor que se procura, sendo portanto sua cor representativa. Como o ��ndice da tabela de cor

tamb�em est�a armazenado no n�o, n~ao ser�a necess�ario fazer mais buscas.

Se a imagem original tiver menos que K cores n~ao ser�a necess�ario fazer nenhuma redu�c~ao,

e a entrada na tabela de cores encontrada conter�a exatamente a cor original. Como a octree

cont�em K folhas, todas as cores originais s~ao mapeadas em entradas v�alidas da tabela de

cor. Para isso a imagem deve ser lida uma segunda vez.

O resultado da quantiza�c~ao da imagem que usamos para exempli�car este m�etodo pode

ser visto na Figura 6.11.
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255 102 102

255 0 0 130 80 50

61 172 46

88 70 208

255 255 230

Figura 6.11: Imagem usada para exempli�car o m�etodo de Quantiza�c~ao por Octree quanti-

zada para 6 cores.

Figura 6.12: Quantiza�c~ao por Octree: (esquerda) quantiza�c~ao para 8 bits, (direita) quanti-

za�c~ao para 4 bits.

A Figura 6.12 (esquerda) mostra a imagem das araras quantizada para 8 bits utilizando

o m�etodo de quantiza�c~ao por octree. Na Figura 6.12 (direita) mostramos a mesma imagem

quantizada para 4 bits com o mesmo m�etodo.

6.4 Quantiza�c~ao por K-means Local

Introduzido na literatura por Oleg Verevka e John W. Buchanan em 1995 este algoritmo

tem como objetivo avaliar uma combina�c~ao da distor�c~ao m�edia das cores

E(C) =
1

N

NX
i=1

kci � q(ci)k (6.2)

e o desvio padr~ao da distor�c~ao por pixel

� =

sP
(x;y)2I(kc(x;y) � q(c(x;y))k � E(C; I))2

M
; (6.3)
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O objetivo deste algoritmo �e minimizar ambas as medidas simultaneamente. Valores

pequenos de E(C) garantem que o processo de quantiza�c~ao representa corretamente as cores

da imagem original. Infelizmente o sistema visual humano n~ao �e capaz de determinar o valor

absoluto da cor. Ele �e mais sens��vel a varia�c~oes de cores. Um algoritmo de quantiza�c~ao

que produz valores pequenos de � introduz quase a mesma distor�c~ao de cor para cada pixel.

Logo, a minimiza�c~ao do desvio padr~ao da distor�c~ao � nos ajuda a preservar as varia�c~oes das

cores na imagem quantizada.

Deve ser notado que estas medidas têm uma limita�c~ao signi�cante. Apesar de E(C) e �

serem medidas dependentes da imagem elas tratam cada pixel independentemente. A corre-

la�c~ao espacial entre as cores n~ao �e levada em considera�c~ao, o que pode levar a quantiza�c~oes

muito ruins.

6.4.1 Algoritmo K-means e suas Varia�c~oes

O algoritmo K-means (tamb�em conhecido como LBG - de Linde, Buzo e Gray, seus

autores (Y. Linde & Gray, 1980)) �e um m�etodo de quantiza�c~ao vetorial para re�namentos

iterativos em dicion�ario de dados. O algoritmo �e muito geral e tamb�em vem sendo aplicado em

uma grande variedade de problemas em reconhecimento de padr~oes e aglomerados. Como

o problema de constru�c~ao de um dicion�ario de dados �otimo �e equivalente ao problema de

encontrarmos um conjunto de cores para formar uma paleta de cores, fqn : 1 � n � Mg,

que melhor aproxima o conjunto de cores dos pixels da imagem original fcn : 1 � n � Ng,

o algoritmo K-means �e diretamente aplic�avel ao problema de quantiza�c~ao de cor. No caso

de constru�c~ao de paletas com erro m�edio quadr�atico m��nimo, o algoritmo �e de�nido como se

segue:

1. Escolha uma paleta de cor inicial

fqn : 1 � n �Mg

2. Forme M aglomerados

Cm = fcn : kcn � qmk � kcn � qkk; 1 � k � Mg

3. Recalcule a paleta de cor usando

qm =
1

jCmj

X
s2Cn

cs

4. Repita os passos 2 e 3 at�e n~ao ocorrer mais mudan�cas ou a diminui�c~ao do erro m�edio

quadr�atico ser menor que um determinado limiar.

Cada passo do algoritmo K-means faz com que o erro m�edio quadr�atico ou diminua ou

permane�ca o mesmo. Conseq�uentemente, o algoritmo �e garantido que converge para um

m��nimo do erro m�edio quadr�atico. Entretanto, esse m��nimo geralmente n~ao �e o m��nimo

global do erro m�edio quadr�atico. Logo, a paleta inicial tem um papel muito importante na

determina�c~ao do m��nimo local que o algoritmo converge. Conclu��mos ent~ao que a melhor

utiliza�c~ao do algoritmo LBG �e como um p�os-processamento, melhorando a palete sub-�otima

inicial.
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6.4.2 Mapas auto-organiz�aveis de Kohonen

Ummapa auto-organiz�avel (SOM - self-organizingmap) �e um esquema de p�os-aglomerado.

Foi introduzido por Kohonen (Jari A. Kangas & Laaksonen, 1990) como uma solu�c~ao para

um problema de quantiza�c~ao vetorial geral. O SOM �e uma rede neuronal que imp~oe uma

estrutura topol�ogica uni ou bidimensional sobre um conjunto de aglomerados em um espa�co

de dimens~ao maior. O processo de adapta�c~ao tenta aproximar a fun�c~ao de densidade da

entrada.

O uso de um mapa auto-organiz�avel unidimensional para quantiza�c~ao de imagens foi

proposto por Dekker (Dekker, 1993). A palete inicial �e ajustada para valores igualmente

espa�cados de cinza. Os valores de entrada s~ao obtidos de amostragens m�ultiplas da imagem

com tamanhos de passos grandes. A cor mais pr�oxima ck
(t) da palete �e ajustada para melhor

concordar com a entrada c(t).

A rede �e considerada el�astica. Ent~ao, quando ck
(t) �e atualizada outro ck

(t) : jk � jj � r

�e tamb�em movido. O parâmetro r �e o raio de elasticidade que diminui com o tempo. O

processo de adapta�c~ao do SOM �e de�nido como se segue:

cj
(t+1) = cj

(t) + �t�(t; j)jjc
(t)
� cj

(t)
jj; (6.4)

onde o parâmetro de adapta�c~ao 0 < �t < 1 decresce exponencialmente. O coe�ciente de

elasticidade �(t; j) garante que somente entradas na r-vizinhan�ca (vizinhan�ca que distam no

m�aximo r de cj
(t)) s~ao atualizadas.

Como a atualiza�c~ao das vizinhan�cas sempre se sobrep~oe os valores de ck tendem a se

tornar suaves. Para garantir uma representa�c~ao satisfat�oria das regi~oes de cor pela palete C

Desieno (Hecht-Nielsen, 1990) propôs o uso de um valor especial de tendência (bias) b
(t)
j . A

cor de entrada c(t) atualiza a entrada na palete ck
(t) encontrada pela seguinte regra:

jjc(t) � ck
(t)
jj � b

(t)
k = min jjc(t) � cj

(t)
jj � b

(t)
j ; j = 1; 2; : : : ; K: (6.5)

O fator de tendência aumenta para vetores escolhidos com menos freq�uência. Assim uma

cor que foi escolhida muitas vezes antes n~ao ser�a mais escolhida adiante.

6.4.3 O Algoritmo de K-means Local

Este m�etodo pode ser considerado um caso especial de um mapa auto-organiz�avel. Ao

contr�ario da rede de Kohonen, o passo de adapta�c~ao do processo de LKM (Local K-means -

nome em inglês do algoritmo de K-means local) atualiza somente as cores mais pr�oximas:

cj
(t) =

�
cj

(t�1) + �tjjc
(t) � cj

(t)jj j = k

cj
(t�1) j 6= k

(6.6)

No caso da rede de Kohonen o fator de tendência assegura que um aglomerado de cores

ligeiramente distintos seja representado por uma entrada separada na palete de cores (Dekker,
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1993). O mesmo resultado pode ser obtido atrav�es de uma escolha adequada da palete inicial.

Construiremos a palete inicial atrav�es de inser�c~ao incremental de uma cor da imagem original.

Uma nova cor �e adicionada �a palete se sua distância para as cores j�a inseridas excede um

limiar especi�cado.

Os conjuntos de dados de entrada s~ao constru��dos atrav�es de amostragens na imagem

original com passos que diminuem de tamanho: 1009, 757, 499, 421, 307, 239, 197,... Esco-

lhemos estes tamanhos de passos por serem n�umeros primos, logo os conjuntos de entrada

n~ao se interceptam muito. O processo de itera�c~ao p�ara quando as mudan�cas na palete C
(t)

em uma varredura completa da imagem se torna pequeno. Segundo testes realizados pelos

autores, a uni~ao dos conjuntos de entrada n~ao incluem mais do que 10% do que todos os

pontos da imagem.

Apesar do algoritmo examinar somente uma parte da imagem de entrada, ele �e capaz

de gerar boas paletes aproximativas. Esse resultado poder ser explicado pelo fato de que as

cores de uma imagem geralmente est~ao aglomeradas no espa�co de cor. Portanto, �e su�ciente

usarmos poucas cores do aglomerado para aproximarmos todos seus membros. Como cores

similares est~ao geralmente pr�oximas umas das outras na superf��cie da imagem, esperamos que

os conjuntos de entrada contenham cores representativas para a maioria dos aglomerados.

Depois de gerada a palete de cores, temos que mapear as cores da imagem em suas cores

representativas. Para isso devemos varrer mais uma vez a imagem e para cada cor de entrada,

escolher a cor mais pr�oxima na palete de cores.

Figura 6.13: Quantiza�c~ao por K-means local: (esquerda) quantiza�c~ao para 8 bits, (direita)

quantiza�c~ao para 4 bits.

A Figura 6.13 (esquerda) mostra a imagem das araras quantizada para 8 bits utilizando

o m�etodo de quantiza�c~ao por K-means local. Na Figura 6.12 (direita) mostramos a mesma

imagem quantizada para 4 bits com o mesmo m�etodo.
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6.5 Quantiza�c~ao usando Heur��sticas Hier�arquicas

de Aglomerados por Agrupamento

Nesta estrat�egia de aglomeramento come�camos com N aglomerados, cada um contendo

uma cor da imagem. Repetidamente combinamos aglomerados de uma maneira hier�arquica

at�e que o n�umero desejado de K aglomerados seja obtido. A forma gen�erica a seguir descreve

o algoritmo b�asico:

1. n = N

2. Enquanto (n > K) fa�ca

Encontre dois aglomerados ci e cj que desejamos que sejam agrupados de acordo

com alguma regra.

Combine ci e cj.

n = n� 1.

Alguns m�etodos de quantiza�c~ao se baseiam nesta t�ecnica de aglomeramento para quantizar

imagens. Vamos falar sobre dois algoritmos nesta se�c~ao: um proposto por Sudhir S. Dixit

(Dixit, 1991) em 1991 e um outro mais recente, proposto em 1994 por Zhigang Xiang e

Gregory Joy (Xiang & Joy, 1994a).

Dixit prop~oe um algoritmo em que pares de cores que est~ao pr�oximos s~ao combinadas para

formar um aglomerado maior, sendo representado por uma nova cor chamada de centr�oide

ponderado que substitui as cores que comp~oem o par.

Todas as cores presentes no histograma de cor da imagem s~ao rearranjadas em ordem

ascendente de freq�uência de ocorrência da cor na imagem. Come�cando pela primeira entrada

(r1; g1; b1), nesta tabela de cores, a cor mais pr�oxima, (rj; gj; bj), �e encontrada no conjunto.

Esse par de cores �e ent~ao exclu��do do processo de busca pelo vizinho mais pr�oximo quando

procuramos pelo pr�oximo par de cores que deve ser exclu��do. A tabela �e percorrida de cima

para baixo de modo a encontrar pares de aglomerados, esse processo �e repetido at�e que n~ao

tenha mais pares a serem combinados ou o n�umero de cores desejado na imagem quantizada

j�a tenha sido obtido. O par mais pr�oximo �e determinado calculando-se a distância Euclidiana

ponderada, dij, entre as cores ci e cj na tabela de cores, como mostrado abaixo

d2ij =
FiFj

Fi + Fj

[(ri � rj)
2 + (gi � gj)

2 + (bi � bj)
2]: (6.7)

Esta pondera�c~ao �e feita no sentido de inuenciar a forma�c~ao de pares nos quais as cores

presentes no mesmo tenham freq�uências de ocorrência baixa na imagem, depois pares de altas

e baixas freq�uências, e por �ultimo pares com cores que tenham freq�uências de ocorrência

elevada na imagem, nesta ordem. Os pares de cores s~ao em seguida combinados de uma

maneira ponderada de tal modo que o centr�oide esteja mais perto da cor de maior ocorrência,

como se segue
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r0ij =
riFi + rjFj

Fi + Fj

g0ij =
giFi + gjFj

Fi + Fj

b0ij =
biFi + bjFj

Fi + Fj

(6.8)

A freq�uência da nova cor (r0ij; g
0
ij; b

0
ij) �e dada pela soma das freq�uências das cores que

comp~oem o par, ou seja F 0
ij = Fi + Fj.

Cada itera�c~ao completa reduz o n�umero de cores na tabela de cores pela metade. Esse

processo �e repetido, recursivamente, at�e que o n�umero de cores desejado seja obtido. Note

que o n�umero de cores na tabela de cores original n~ao pode ser igual a um m�ultiplo inteiro

��mpar de K (o n�umero de cores que se deseja na imagem quantizada). Conseq�uentemente, a

�ultima itera�c~ao pode terminar assim que K cores sejam obtidas na tabela de cores.

Na Figura 6.14 temos um exemplo unidimensional do algoritmo proposto por Dixit.

CorF
i

10

8

8

7

7

7

6

6

5

4

3

3

3

2

2

1 100

200

126

122

55

10

89

153

106

176

255

190

52

171

17

27

F
i

Cor

14 223

14 166

14 125

6 72

10 73

7 55

10 54

7 23

CorF
i

28

24

17

13 46

54

195

103

Figura 6.14: Exemplo de um quantiza�c~ao usando heur��stica hier�arquica de aglomerados por

agrupamento proposta por Dixit para um espa�co unidimensional.

O algoritmo proposto por Zhigang Xiang e Gregory Joy come�ca de�nindo cada aglomerado

pelo seu menor paralelep��pedo envolvente (como no algoritmo do corte mediano). Medimos o

erro (m�aximo) de quantiza�c~ao associado a um paralelep��pedo de cor (geralmente o resultado

da combina�c~ao de dois paralelep��pedos menores) em termos do tamanho do paralelep��pedo

em cada uma das três dire�c~oes prim�arias (componentes R, G e B). Isso signi�ca que a cada
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itera�c~ao, o tamanho limite de um paralelep��pedo de cor resultante de uma opera�c~ao de

agrupamento especi�ca o crit�erio de sele�c~ao para o agrupamento.

Como usaremos o espa�co RGB, regulamos os paralelep��pedos de cor com um tamanho

limite proporcional nos seus três lados. Recomendamos uma rela�c~ao de 2:1:4 para vermelho

(r - red): verde (g - green): azul (b - blue). Esta escolha vem da f�ormula do componente de

luminância do modelo de cor NTSC YIQ: 0:30�R+0:59�G+0:11�B. Aproximadamente

2 unidades de deslocamento no vermelho ou 4 unidades de deslocamento no azul causam

a mesma mudan�ca na luminância que uma unidade de deslocamento no verde. Assim de

fato restringimos deslocamentos na luminância. Preservar o contraste de luminância �e muito

importante em qualquer processo de quantiza�c~ao visto que o sistema visual humano �e mais

sens��vel a varia�c~oes na luminância do que na crominância.

A natureza discreta do sistema de exibi�c~ao tamb�em �e aproveitada na constru�c~ao da repre-

senta�c~ao de dados do algoritmo. �E usada uma tabela hash 2-D, juntamente com estruturas

ligadas a ela incluindo listas e �arvores, fornecendo uma solu�c~ao de implementa�c~ao integrada

para os três mais importantes passos do algoritmo: inser�c~ao das cores da imagem a ser quan-

tizada na tabela hash 2-D, agrupamento dos paralelep��pedos de cores e mapeamento das cores

originais nos seus respectivos n��veis de quantiza�c~ao para a cria�c~ao da imagem quantizada.

R - vermelho

G - verde

0

255

0

255

C

b-link

nó agrupado com C

próximo

próximo

anterior

b-link

azul

gmax

estrutura do nó

rmax bmax

rmin gmin bmin

contador

status entrada

anterior

Figura 6.15: Representa�c~ao de dados, incluindo o vetor de ponteiros 2-D indexado pelas

componentes R e G das cores contidas na imagem.

A Figura 6.15 apresenta a representa�c~ao de dados. Indexamos o vetor bidimensional de

ponteiro pelas componentes vermelho e verde das cores de 24-bits da imagem de entrada.

Quando uma imagem de entrada �e percorrida, cada nova cor origina um novo n�o para ser

inserido na tabela. A componente azul da cor �e armazenada no n�o. O n�o �e inserido na lista

encadeada correspondente (se existir alguma) atrav�es do ponteiro b-link de forma que a lista

esteja sempre em ordem ascendente de acordo com a componente azul da cor. O contador
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de pixel �e atualizado.

Depois de inserir todas as cores da imagem de entrada, fazemos uma lista duplamente

encadeada que consiste de todos os n�os ligando as listas individuais uma atr�as da outra

mantendo os ponteiros b-link intactos. Esses n�os duplamente encadeados s~ao os aglomerados

iniciais para o processo de aglomera�c~ao do algoritmo. Dado um n�o arbitr�ario C, restringimos

nossas buscas a vizinhos que sejam poss��veis candidatos para agrupamentos dentro de uma

pequena regi~ao de�nida pelo tamanho limite do aglomerado corrente. Quando um vizinho �e

agrupado com C, ele �e removido da lista duplamente encadeada, recebe um status especial, se

tornando um �lho de C usando um dos dois ponteiros rec�em-liberados. Os seis campos rmin,

rmax, gmin, gmax, bmin, e bmax do n�o C s~ao modi�cados para representar o paralelep��pedo de

cor resultante. Este processo de aglomerados termina quando a lista duplamente encadeada

�e reduzida para o n�umero de n�os desejados. Cada n�o na lista �e agora a raiz de uma �arvore

de cores agrupadas no mesmo aglomerado.

Depois que cada aglomerado recebe uma entrada na tabela de cores (do inglês "look-up

table") e todas as cores na �arvore correspondente ao aglomerado (encontrada dentro da caixa

de cor especi�cada na raiz) recebem o endere�co de entrada, percorremos a imagem original

uma segunda vez para criarmos a imagem quantizada. Toda cor de 24-bits corresponde a um

n�o na tabela hash, e o n�o cont�em o valor de quantiza�c~ao para a cor de sa��da.

Os autores sugerem duas maneiras de selecionar a cor representativa do aglomerado (isto

�e, seu n��vel de quantiza�c~ao), ou usando o centro geom�etrico ou o centr�oide de cada caixa de

cor resultante do processo de quantiza�c~ao.
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Quantiza�c~ao por Aglomerados Duplos

Baseado em um algoritmo de aglomerados por pares e usando uma heur��stica hier�arquica

de agrupamento, como exposto no cap��tulo anterior, estamos propondo um novo algoritmo

de quantiza�c~ao de imagens.

Usamos uma estrat�egia de otimiza�c~ao local do erro de quantiza�c~ao, gerando n��veis de

quantiza�c~ao que est~ao perto do �otimo. De f�acil implementa�c~ao, este algoritmo gera resultados

melhores que os demais algoritmos para quantiza�c~ao de imagens, apesar de ser um pouco

mais lento que os demais.

Neste cap��tulo vamos expor o algoritmo proposto bem como a teoria por tr�as de sua

concep�c~ao.

7.1 Quantiza�c~ao de um Aglomerado de Cores

Considere o problema de encontrarmos o n��vel de quantiza�c~ao �otimo associado a um aglo-

merado de cores. O teorema abaixo fornece o n��vel de quantiza�c~ao �otimo de um aglomerado

de cores.

Teorema Seja K = fc1; c2; : : : ; cMg um aglomerado com M cores de um conjunto de cor

C � R
n do gamute de uma imagem. O n��vel de quantiza�c~ao �otimo c do aglomerado K �e

dado por

c =
1P
i Fi

MX
j=1

Fjcj; (7.1)

onde Fi = F (ci) �e a frequência de ocorrência da cor ci na imagem. Al�em disso, o erro de

quantiza�c~ao global no aglomerado �e dado por

E(K) =
1

(
P

k Fk)2

MX
j=1

Fjjj

MX
i=1

Fi(ci � cj)jj
2: (7.2)
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A primeira parte deste Teorema nos diz que o n��vel de quantiza�c~ao �otimo de um aglome-

rado �e dado pelo seu centr�oide. Vamos agora fazer a demonstra�c~ao do Teorema.

Demonstra�c~ao Tomemos como a fun�c~ao distância no espa�co de cor o quadrado da m�etrica

euclidiana, d(c; cj) = jjc � cjjj
2. Usando a equa�c~ao (2.4) e aproximando a distribui�c~ao de

probabilidade de ocorrência de uma cor na imagem pelo seu histograma de frequência, o erro

de quantiza�c~ao no aglomerado K �e dado por

E(c) =

MX
j=1

Fj jjc� cjjj
2: (7.3)

Isso nos d�a o erro de quantiza�c~ao associado ao n��vel de quantiza�c~ao �otimo c do aglomerado.

O n��vel de quantiza�c~ao �otimo c �e obtido do m��nimo da fun�c~ao E.

O gradiente de E �e dado por

grad(E) =

MX
j=1

2Fj(c� cj): (7.4)

Da equa�c~ao (7.4) obtemos seu ponto cr��tico c

c =
1PM
i=1 Fi

X
j

Fjcj: (7.5)

Como a fun�c~ao E �e convexa, c �e na verdade o seu ponto de m��nimo.

Substituindo o ponto de m��nimo c de (7.5) na equa�c~ao (7.3), obtemos o erro de quantiza�c~ao

dado na equa�c~ao (7.2). Isso conclui a demonstra�c~ao do Teorema.

O Corol�ario a seguir �e um caso particular do Teorema para o caso de um aglomerado de

apenas duas cores.

Corol�ario Se temos um aglomerado de somente duas cores K = fci; cjg, o seu n��vel de

quantiza�c~ao �otimo, usando a m�etrica quadr�atica do espa�co euclidiano, �e dado por

c =
Fi

Fi + Fj

ci +
Fj

Fi + Fj

cj: (7.6)

O erro de quantiza�c~ao associado �e dado por

E(ci; cj) =
FiF

2
j + FjF

2
i

(Fi + Fj)2
jjci � cjjj

2 (7.7)
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Figura 7.1: Gr�a�co do erro de quantiza�c~ao.

Uma id�eia desse resultado pode ser observada na interpreta�c~ao geom�etrica desse Corol�ario

mostrada na Figura 7.1. Da equa�c~ao (7.3) temos que o erro de quantiza�c~ao �e dado por uma

fun�c~ao polinomial de segundo grau

Eq(c) = Fi(c� ci)
2 + Fj(c� cj)

2: (7.8)

Essa fun�c~ao �e um arco de par�abola obtido da soma dos dois arcos de par�abola Fi(c� ci)
2

e Fj(c� cj)
2, que s~ao mostrados como linhas pontilhadas na Figura 7.1.

Note que o n��vel de quantiza�c~ao c �e dado pelo �unico ponto de m��nimo da par�abola.

Quando Fi = Fj o n��vel de quantiza�c~ao �e o ponto m�edio do segmento cicj, dado por

c =
ci + cj

2
: (7.9)

7.2 Quantiza�c~ao por Aglomerados Duplos

Nesta se�c~ao vamos usar os resultados do Corol�ario da se�c~ao anterior para formular um

novo algoritmo para quantiza�c~ao de imagens coloridas. O m�etodo consiste de um processo

de relaxa�c~ao que calcula uma sequência de n��veis de quantiza�c~ao atrav�es de opera�c~oes locais

de agrupamento de aglomerados duplos.

Temos como entrada do algoritmo o conjunto �nito C de M cores contidas no gamute

da imagem a ser quantizada, C = fc1; c2; : : : ; cMg. Cada cor ci tem uma frequência de

ocorrência na imagem Fi = F (ci). Associamos um erro de quantiza�c~ao acumulado EA(ci) �a

cada cor ci. Inicialmente este erro �e 0.

O m�etodo de quantiza�c~ao de imagens �e composto dos seguintes passos:

1. Calcule o histograma de frequência da imagem.

2. Usando a equa�c~ao (7.7), calcule o erro de quantiza�c~ao E(ci; cj) resultante da combina�c~ao

de cada par de cor fci; cjg do conjunto de cores de entrada.
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3. Encontre o aglomerado duplo K0 = fci; cjg do conjunto de cores de entrada que mini-

miza o erro de quantiza�c~ao E(ci; cj) calculado no passo anterior.

4. Usando a equa�c~ao (7.6) calcule o n��vel de quantiza�c~ao cK0
do aglomerado duplo K0 =

fci; cjg encontrado no passo anterior.

5. Substitua o aglomerado duplo K0 = fci; cjg pelo seu n��vel de quantiza�c~ao cK0
. Isso

resulta em um conjunto de cores quantizadas C 0 com M � 1 cores. A frequência

de ocorrência F (cK0
) da cor cK0

�e dada pela soma das frequências das cores ci e cj:

F (cK0
) = Fi + Fj. O erro de quantiza�c~ao acumulado EA(cK0

) da cor cK0
�e dado por

EA(cK0
) = E(ci; cj) + EA(ci) + EA(cj): (7.10)

6. Calcule o erro de quantiza�c~ao para todos os aglomerados de cores fck; clg, do conjunto

de cores quantizadas C 0.

7. Use o conjunto de cores quantizadas C 0 como entrada para o passo 3 do algoritmo.

Repita os passos 3 a 7 at�e que o n�umero desejado de n��veis de quantiza�c~ao seja obtido.

Este processo de relaxa�c~ao acima nos fornece os n��veis de quantiza�c~ao. A partir desses

n��veis, calculamos as c�elulas de quantiza�c~ao de forma que

q(c) = c0i () d(c; c0i) � d(c; c0j); (7.11)

para todo 1 � j �M com j 6= i.

Figura 7.2: Quantiza�c~ao por Aglomerados Duplos: (esquerda) quantiza�c~ao para 8 bits, (di-

reita) quantiza�c~ao para 4 bits.

A Figura 7.2 (esquerda) mostra a imagem das araras quantizada para 8 bits utilizando

o algoritmo de quantiza�c~ao por aglomerados duplos. Na Figura 7.2 (direita) mostramos a

mesma imagem quantizada para 4 bits com o mesmo algoritmo.
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7.2.1 Melhoria no Algoritmo

O processo de agrupar as cores de uma imagem por pares na quantiza�c~ao faz com que

percamos a correla�c~ao espacial das cores no gamute na imagem. Podemos minimizar esta

perda acrescentando um passo adicional no �nal do algoritmo de quantiza�c~ao por aglomerados

duplos: ap�os o c�alculo das c�elulas de quantiza�c~ao, recalculamos o n��vel de quantiza�c~ao em

cada c�elula utilizando a equa�c~ao (7.1).

7.3 Exemplo de uma Execu�c~ao 2-D do Algoritmo

Na Figura 7.3 (esquerda) temos a arara projetada no plano RG, ou seja, toda componente

azul da imagem �e 0. Usaremos para exemplo de uma execu�c~ao do algoritmo de quantiza�c~ao

por aglomerados duplos essa �gura da arara projetada no plano RG por�em j�a pr�e-quantizada

para 16 cores, como mostrada na Figura 7.3 (direita). Faremos uma quantiza�c~ao dessa

imagem para 4 cores.

Figura 7.3: Arara projetado no plano RG (esquerda). Arara projetada no plano RG e pr�e-

quantizada para 16 cores (direita).

A Figura 7.4 mostra a distribui�c~ao das cores presentes na imagem da Figura 7.3 (direita)

no plano RG. O diâmetro de cada c��rculo colorido �e proporcional ao n�umero de ocorrências

de sua cor na imagem. Seu histograma de frequência pode ser visto na Figura 7.5. No eixo

horizontal temos as cores presentes na imagem e a altura de cada barra colorida �e proporcional

�a frequência de ocorrência de sua cor na imagem.

As cores presentes no histograma da imagem ser~ao o conjunto de cores de entrada do

algoritmo de quantiza�c~ao. A partir desse conjunto de cores de entrada calculamos o erro de

quantiza�c~ao E(ci; cj) gerado ao combinarmos cada uma dessas cores, duas a duas, e substitu��-

las pelo n��vel de quantiza�c~ao �otimo do aglomerado originado dessa combina�c~ao, como dado

na equa�c~ao (7.7).

Depois de calculado todos os erros de quantiza�c~ao de cada aglomerado duplo fci; cjg,

devemos encontrar o aglomerado duplo K0 = fci; cjg que minimiza o erro de quantiza�c~ao

E(ci; cj) j�a calculado anteriormente. Na Figura 7.6 vemos o par de cores que ao serem

combinadas resultam em uma redu�c~ao no erro de quantiza�c~ao.
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Figura 7.4: Distribui�c~ao das cores presentes na imagem que ser�a quantizada no plano RG.
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Figura 7.5: Histograma de frequência da imagem que ser�a quantizada.

Ap�os encontrado o par de cores que minimiza o erro de quantiza�c~ao, devemos encontrar

o n��vel de quantiza�c~ao associado a este aglomerado duplo, que �e dado pela equa�c~ao (7.6). Na

Figura 7.7 vemos uma ilustra�c~ao desse n��vel de quantiza�c~ao, que �e dado pelo ponto de m��nimo

da fun�c~ao do erro de quantiza�c~ao. A cor desse n��vel de quantiza�c~ao tem uma frequência de

ocorrência que �e a soma da ocorrência das duas cores que a originou.

Assim, substituimos este par de cores pelo seu respectivo n��vel de quantiza�c~ao, atua-

lizamos sua nova freq�uência de ocorrência na imagem e calculamos o erro de quantiza�c~ao

acumulado dessa nova cor (equa�c~ao (7.10)). A essa altura, j�a temos menos uma cor no con-

junto de cores quantizadas da imagem. Recalculamos os erros de quantiza�c~ao para os novos

pares de aglomerados. Este novo conjunto de cores �e usado como entrada para uma nova

itera�c~ao do algoritmo. Na Figura 7.8 (A) at�e (L) temos uma execu�c~ao completa do algoritmo

de quantiza�c~ao por aglomerados duplos para quantizarmos a imagem da Figura 7.3 (direita)

de 16 cores para 4 cores (as setas indicam as cores que s~ao escolhidas para serem combinadas).

Ao �nal de execu�c~ao do algoritmo temos os n��veis de quantiza�c~ao gerados pelo algoritmo,
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Figura 7.6: Par de cores escolhidas para serem combinadas em um aglomerado duplo.

Figura 7.7: N��vel de quantiza�c~ao �otimo do aglomerado duplo escolhido e suas respectiva

frequência de ocorrência.

como mostrados na Figura 7.9.

Devemos agora mapear as cores da imagem original em seus respectivos n��veis de quan-

tiza�c~ao. Isso �e feito procurando para cada cor da imagem o n��vel de quantiza�c~ao que melhor

representa esta cor. Assim, devemos encontrar o n��vel de quantiza�c~ao mais pr�oximo na cor

que estamos mapeando. O resultado desse mapeamento s~ao as c�elulas de quantiza�c~ao gerados

pelo algoritmo de quantiza�c~ao por aglomerados duplos que, no caso, nos fornece o diagrama

de Voronoi dos n��veis de quantiza�c~ao, como pode ser visto na Figura 7.10. Nesta �gura temos

os n��veis de quantiza�c~ao representados por c��rculos maiores e as cores da imagem original que

ser~ao quantizadas para o seu respectivo n��vel de quantiza�c~ao, ou seja, todas as cores contidas

em um determinada c�elula s~ao mapeadas no n��vel de quantiza�c~ao desta c�elula.

O resultado da quantiza�c~ao da arara no plano RG com 16 para 4 cores pode ser vista na

Figura 7.11.
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7.4 Outras Estrat�egias de Quantiza�c~ao

A estrat�egia do algoritmo de quantiza�c~ao por aglomerados duplos consiste em fazermos

um agrupamento �otimo de aglomerados de duas cores que constituem um simplex unidimen-

sional (ci; cj). A otimalidade deste procedimento de agrupamento �e garantida pelo Corol�ario

apresentado.

Podemos ter diferentes abordagens para este m�etodo de quantiza�c~ao, usando a mesma

estrat�egia, consistindo em agrupar aglomerados de cores constitu��dos de simpliciais de di-

mens~oes maiores (triângulos ou tetraedros). Uma triangula�c~ao do espa�co de cor deve ser

feita no sentido de obtermos os aglomerados para serem agrupados.

Certamente, os resultados ser~ao melhores se usarmos simpliciais de dimens~oes maiores.

Isso ocorre porque eles induzem uma correla�c~ao espacial melhor no c�alculo do erro de quanti-

za�c~ao. Infelizmente, a complexidade computacional aumenta com a dimens~ao do simplicial,

e heur��sticas melhores devem ser encontradas para tornarmos esta estrat�egia vi�avel.
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(A) (B) (C)

(D) (E) (F)

(G) (H) (I)

(J) (K) (L)

Figura 7.8: Todos os passos da execu�c~ao do algoritmo para quantizar a imagem para 4 cores.
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Figura 7.9: N��veis de quantiza�c~ao gerados pelo algoritmo de quantiza�c~ao por aglomerados

duplos.

Figura 7.10: C�elulas de quantiza�c~ao geradas pelo algoritmo de quantiza�c~ao por aglomerados

duplos.

Figura 7.11: Arara no plano RG quantizada para 4 cores.



Cap��tulo 8

Conclus~oes

Neste cap��tulo faremos um estudo comparativo entre os diversos m�etodos estudados e

implementados.

Come�caremos com uma compara�c~ao visual dos resultados, onde veremos imagens quanti-

zadas com os algoritmos apresentados e seus respectivos erros de quantiza�c~ao. Uma compa-

ra�c~ao num�erica dos erros de quantiza�c~ao tamb�em ser�a alvo de estudo. Nesta se�c~ao, mostra-

remos uma outra imagem de teste, uma cena gerada por computador que tamb�em ser�a usada

para compararmos os algoritmos. O �ultimo alvo de compara�c~ao ser�a o tempo de execu�c~ao

dos algoritmos.

Apresetaremos algumas propostas de trabalhos futuros bem como outras possibilidades

de utiliza�c~ao para o algoritmo de quantiza�c~ao por aglomerados duplos.

8.1 Compara�c~ao entre Algoritmos para Quantiza�c~ao de

Imagens

Nesta se�c~ao faremos uma compara�c~ao entre alguns dos algoritmos para quantiza�c~ao de

imagens apresentados anteriormente. Os seguintes algoritmos foram utilizados para esta com-

para�c~ao: populosidade, quantiza�c~ao escalar uniforme, corte mediano, divis~ao pela variância,

quantiza�c~ao por octree, K-means local e quantiza�c~ao por aglomerados duplos.

Faremos três tipos de compara�c~ao: uma compara�c~ao visual dos resultados obtidos ao

quantizarmos a imagem da arara; uma compara�c~ao num�erica, onde apresentaremos o erro de

quantiza�c~ao gerado por cada algoritmo para as imagens quantizadas; e uma compara�c~ao do

tempo de execu�c~ao de cada algoritmo.

8.1.1 Compara�c~ao Visual

No lado esquerdo das Figuras 8.1 e 8.2 vemos os resultados de quantiza�c~oes da imagem da

arara para para 256 e 16 cores respectivamente, utilizando os diversos algoritmos que vamos

comparar. No lado direito temos as imagens dos erros de quantiza�c~ao normalizados de cada

imagem. Como esta imagem �e gerada? Primeiro calculamos os erros de quantiza�c~ao de cada
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Populosidade

Corte Mediano

Quantização
Escalar Uniforme

Divisão pela
Variância

Quantização por
Octree

K-means Local

Quantização por
Aglomerados Duplos

Figura 8.1: Quantiza�c~ao das araras para 256 cores: (esquerda) imagem quantizada, (direita)

erro de quantiza�c~ao.

imagem, o maior erro �e normalizado para 1, e todos os demais valores s~ao multiplicados pela

mesma raz~ao, de modo a termos imagens normalizadas onde podemos fazer compara�c~oes entre
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Populosidade

Corte Mediano

Quantização
Escalar Uniforme

Divisão pela
Variância

Quantização por
Octree

K-means Local

Quantização por
Aglomerados Duplos

Figura 8.2: Quantiza�c~ao das araras para 16 cores: (esquerda) imagem quantizada, (direita)

erro de quantiza�c~ao.

os erros de quantiza�c~ao gerados por cada algoritmo. Mas, para �ns de melhor visualiza�c~ao,

transformamos cada imagem de erro de quantiza�c~ao em seu negativo, assim, valores mais
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escuros na imagem signi�cam erros maiores.

Como era de se esperar, os priores resultados s~ao obtidos com os algoritmos da populo-

sidade e da quantiza�c~ao escalar uniforme. O algoritmo da populosidade �e o que apresenta

maiores erros de quantiza�c~ao, que pode ser veri�cado por �areas bastante escuras nas imagens

dos erros de quantiza�c~ao. O algoritmo da quantiza�c~ao escalar uniforme apresenta muito erro

de quantiza�c~ao por�em distribu��do por toda a imagem, ao contr�ario da populosidade, onde o

erro �e grande tamb�em mas concentrado em �areas espec���cas.

Quando quantizamos para 256 cores, quase todos os algoritmos testados apresentam bons

resultados visuais, menos os algoritmos da populosidade e da quantiza�c~ao escalar uniforme.

Os algoritmos do corte mediano e de K-means local apresentam algumas �areas onde o erro de

quantiza�c~ao est�a mais concentrado, apesar deste erro ser pequeno. J�a os demais algoritmos,

ou seja, divis~ao pela variância, quantiza�c~ao por octree e quantiza�c~ao por aglomerados duplos

tendem a distribuir equivalentemente o erro de quantiza�c~ao por toda a imagem. Assim,

nestes algoritmos al�em do erro de quantiza�c~ao ser menor que nos demais, ele se apresenta

mais bem distribu��do por toda imagem.

Na quantiza�c~ao para 16 cores temos praticamente a mesma situa�c~ao da quantiza�c~ao para

256 cores. Os piores resultados s~ao obtidos pelos algoritmos da populosidade e da quantiza�c~ao

escalar uniforme, sendo que agora o resultado ainda �e pior, onde veri�camos a presen�ca de

cores que fogem totalmente da imagem original. Os demais algoritmos apresentam resultados

melhores que os da populosidade e da quantiza�c~ao escalar uniforme, ou seja, as cores escolhi-

das por estes algoritmos se aproximam mais das cores presentes na imagem original. Como

na quantiza�c~ao para 256, os algoritmos da divis~ao pela variância, quantiza�c~ao por octree e

quantiza�c~ao por aglomerados duplos apresentam resultados melhores que os algoritmos do

corte mediano e de K-means local. Isso pode ser comprovado tanto nas imagens quantiza-

das, onde as cores escolhidas est~ao mais pr�oximas perceptualmente das cores originais como

nas imagens do erro de quantiza�c~ao, onde este se apresenta em tons mais claros (erro de

quantiza�c~ao menores) e mais bem distribu��do por toda imagem.

8.1.2 Compara�c~ao Num�erica

Nas Tabelas 8.1 e 8.2 vemos os erros de quantiza�c~ao por pixel gerado por cada um dos

algoritmos que est~ao sendo comparados para a imagem das araras. Como podemos observar,

o algoritmo de quantiza�c~ao por aglomerados duplos apresenta resultados melhores que os

demais algoritmos. Na quantiza�c~ao para 256 cores, o algoritmo de quantiza�c~ao por aglome-

rados duplos apresenta um erro de quantiza�c~ao por pixel por volta de 6% menor que o melhor

algoritmo, j�a na quantiza�c~ao para 16 cores, esse valor aumenta, passando a ser por volta de

8% menor que o melhor resultado obtido pelo melhor dos demais algoritmos. Esse resultados

mostram uma tendência nas diversas imagens testadas: para imagens reais digitalizadas, on-

de temos a presen�ca de ru��dos, o algoritmo de quantiza�c~ao por aglomerados duplos �e sempre

melhor que os demais algoritmos comparados, sendo que, �a medida que o n�umero de cores

na imagem quantizada diminui, maior se torna a superioridade deste algoritmo com rela�c~ao

aos demais algoritmos comparados.

Para imagens geradas por computador, ou seja, cenas renderizadas onde n~ao temos ru��do,
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Algoritmo Erro de quantiza�c~ao por pixel

Populosidade 9.15

Quantiza�c~ao escalar uniforme 29.58

Corte mediano 11.20

Divis~ao pela variância 7.13

Quantiza�c~ao por octree 6.65

K-means local 9.75

Quantiza�c~ao por aglomerados duplos 6.25

Tabela 8.1: Erro por pixel gerado pela quantiza�c~ao da imagem das araras para 256 cores.

Algoritmo Erro de quantiza�c~ao por pixel

Populosidade 54.23

Quantiza�c~ao escalar uniforme 104.69

Corte mediano 26.27

Divis~ao pela variância 20.18

Quantiza�c~ao por octree 21.09

K-means local 24.98

Quantiza�c~ao por aglomerados duplos 18.52

Tabela 8.2: Erro por pixel gerado pela quantiza�c~ao da imagem das araras para 16 cores.

Figura 8.3: Imagem renderizada quantizada com 24 bits: peixe.

o algoritmo de quantiza�c~ao por aglomerados duplos tamb�em apresenta �otimos resultados

por�em, nem sempre ele �e o de melhor desempenho. Este fato �e explicado pelo fato do algo-

ritmo de quantiza�c~ao por aglomerados duplos fazer uma pr�e-quantiza�c~ao da imagem original

para 15 bits antes da gera�c~ao do histograma de freq�uências. Com esta pr�e-quantiza�c~ao per-

demos informa�c~oes importantes de cores, principalmente nas �areas onde ocorrem varia�c~oes

gradativas de tons, como �e o caso dos degrad�es, muito comuns em cenas geradas por compu-

tador. Usaremos a imagem do peixe mostrada na Figura 8.3 como teste para imagens geradas
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por computador. Como podemos notar, esta imagem apresenta uma grande �area em degrad�e,

sendo assim, esta imagem �e ideal para nossos testes. N~ao faremos os testes para todos os

algoritmos, usaremos somente os de melhor desempenho: divis~ao pela variância, quantiza�c~ao

por octree, K-means local e quantiza�c~ao por aglomerados duplos. Os testes ser~ao feitos com

duas imagens, uma delas ser�a o pr�oprio peixe com 24-bits, a segunda imagem ser�a o mesmo

peixe por�em pr�e-quantizado para 15-bits. Os resultados do erro de quantiza�c~ao por pixel

gerado por esses algoritmos podem ser vistos nas Tabelas 8.3, 8.4, 8.5 e 8.6. As imagens do

peixe quantizado para 256 e 16 cores, bem como seus respectivos erros de quantiza�c~ao podem

ser vistos nas Figuras 8.4 e 8.5.

Algoritmo Erro de quantiza�c~ao por pixel

Divis~ao pela variância 5.44

Quantiza�c~ao por octree 5.21

K-means local 4.82

Quantiza�c~ao por aglomerados duplos 5.37

Tabela 8.3: Erro por pixel gerado pela quantiza�c~ao da imagem do peixe com 24-bits para

256 cores.

Algoritmo Erro de quantiza�c~ao por pixel

Divis~ao pela variância 6.70

Quantiza�c~ao por octree 10.01

K-means local 7.42

Quantiza�c~ao por aglomerados duplos 5.37

Tabela 8.4: Erro por pixel gerado pela quantiza�c~ao da imagem do peixe com 15-bits para

256 cores.

Algoritmo Erro de quantiza�c~ao por pixel

Divis~ao pela variância 16.26

Quantiza�c~ao por octree 17.69

K-means local 16.13

Quantiza�c~ao por aglomerados duplos 14.03

Tabela 8.5: Erro por pixel gerado pela quantiza�c~ao da imagem do peixe com 24-bits para 16

cores.

Como podemos observar na Tabela 8.3, quando quantizamos a imagem do peixe com

24-bits para 256 cores o algortimo da quantiza�c~ao por aglomerados duplos j�a n~ao apresenta

o melhor resultado, sendo superado pelos algoritmos de k-means loval e de quantiza�c~ao por

octree. Por�em, usando a imagem j�a pr�e-quantizada para 15-bits, novamente o algoritmo
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Algoritmo Erro de quantiza�c~ao por pixel

Divis~ao pela variância 15.65

Quantiza�c~ao por octree 18.41

K-means local 18.37

Quantiza�c~ao por aglomerados duplos 14.03

Tabela 8.6: Erro por pixel gerado pela quantiza�c~ao da imagem do peixe com 15-bits para 16

cores.

da quantiza�c~ao por aglomerados duplos se apresenta como o de melhor desempenho, como

podemos ver na Tabela 8.4. Ou seja, em igualdades de condi�c~oes o algoritmo de quantiza�c~ao

por aglomerados duplos �e melhor que os demais.

J�a quando quantizamos o peixe para 16 cores, n~ao importa se usamos a imagem com

24-bits ou a pr�e-quantizada para 15-bits o algoritmo de quantiza�c~ao por aglomerados duplos

�e sempre melhor que os demais.

Assim, podemos chegar as seguintes conclus~oes sobre o algoritmo de quantiza�c~ao por

aglomerados duplos:

� Para imagens reais digitalizadas ele apresenta melhores resultados que os demais algo-

ritmos comparados.

� Para imagens geradas por computador ele nem sempre apresenta melhores resultados

que os demais algoritmos comparados, por�em, em igualdades de condi�c~oes, ou seja, se

utilizarmos os outros m�etodos com imagens pr�e-quantizadas para 15-bits, este algoritmo

apresenta resultados melhores que os demais.

� �A medida que o n�umero de cores na imagem quantizada diminui, a superioridade do

algoritmo de quantiza�c~ao por aglomerados duplos aumenta. Isso pode ser veri�cado

para qualquer tipo de imagem, n~ao importanto se �e real ou gerada por computador.

8.1.3 Compara�c~ao dos Tempos de Execu�c~ao

Entre todos os algoritmos testados, o mais r�apido �e o do corte mediano e o mais lento �e

o de quantiza�c~ao por aglomerados duplos.

Para as v�arias imagens testadas o algoritmo de quantiza�c~ao por aglomerados duplos se

mostrou em m�edia 6 vezes mais lento que o corte mediano. Apesar deste tempo n~ao ser

muito grande, ele aumenta na medida que o n�umero de cores presentes na imagem aumenta.

Para uma imagem com 40.000 cores e uma resolu�c~ao espacial de 640 � 480 pixels, o tempo

de execu�c~ao do algoritmo de quantiza�c~ao por aglomerados duplos �e, em m�edia, 1 minuto.
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8.2 Outras Utiliza�c~oes para o Algoritmo de

Quantiza�c~ao por Aglomerados Duplos

Como a base deste algoritmo �e aglomerados, em qualquer problema que se deseje a for-

ma�c~ao de aglomerados podemos usar as id�eias deste algoritmo, bastando para isso adaptarmos

o c�alculo do erro inserido ao combinarmos os aglomerados e o c�alculo do n��vel de quantiza�c~ao

de cada aglomerado para a situa�c~ao em quest~ao.

Assim, na �area de anima�c~ao de imagens podemos usar essas id�eias para simpli�car in-

forma�c~oes de movimentos capturados visto que estas informa�c~oes ocupam um volume de

dados muito grande, podendo ser simpli�cadas. Podemos utilizar estas id�eias em sistemas

geogr�a�cos de informa�c~ao para simpli�ca�c~ao de dados de terrenos. Em modelagem tamb�em

podemos utilizar as mesmas id�eias para simpli�carmos modelos, ideal para quando temos

cenas em v�arias resolu�c~oes diferentes.

Como podemos ver, existem in�umeras possibilidades de adapta�c~ao do algoritmo de quan-

tiza�c~ao por aglomerados duplos dentro da �area de computa�c~ao gr�a�ca.

8.3 Trabalhos Futuros

O principal objetivo agora �e melhorar o tempo de execu�c~ao do algoritmo de quantiza�c~ao

por aglomerados duplos visando assim competir comercialmente com os demais algoritmos

que s~ao mais r�apidos apesar de n~ao apresentarem t~ao bons resultados como a quantiza�c~ao

por aglomerados duplos. Para isso est~ao sendo feitos estudos para utilizarmos estruturas

de dados geom�etricas com aplica�c~oes em problemas de apredizado geom�etrico, chamadas

Balltree (Omohundro, 1989). Tamb�em estamos avaliando a possibilidade de utilizarmos

�arvores de caminho m��nimo (Minimum Spanning Tree) (Thomas H. Cormen & Rivest, 1994)

para acelerar o passo de busca pelo melhor par de cor para ser combinado, que �e a etapa

mais custosa do algoritmo. Outra estrat�egia que podemos tentar utilizar �e a de dividir para

conquistar, ou seja, usando estruturas tipo Octree, podemos dividir o cubo RGB em cubos

menores em cada um desses cubos aplicar a quantiza�c~ao por aglomerados duplos, combinando

depois os resultados obtidos para alcan�carmos a quantiza�c~ao �nal.

Alcan�cado o objetivo de acelerar o algoritmo, o pr�oximo passo ser�a o de acabar com a

limita�c~ao de termos de pr�e-quantizar a imagem para 15-bits antes de executarmos o algoritmo.

Para isso temos de pensar em uma estrutura inteligente para armazenarmos o histograma de

cor da imagem de modo e�ciente e que n~ao ocupe muito espa�co em mem�oria.

Finalmente, tentar aplicar estas id�eias em outras �areas da computa�c~ao gr�a�ca tamb�em

um objetivo para trabalhos futuros.
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Divisão pela
Variância (24-bits)

K-means Local
(24-bits)

Quantização por
Octree (24-bits)

Divisão pela
Variância (15-bits)

Quantização por
Octree (15-bits)

K-means Local
(15-bits)

Quantização por
Aglomerados Duplos

Figura 8.4: Quantiza�c~ao do peixe para 256 cores: (esquerda) imagem quantizada, (direita)

erro de quantiza�c~ao.
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Divisão pela
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Quantização por
Octree (15-bits)

K-means Local
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Quantização por
Aglomerados Duplos

Figura 8.5: Quantiza�c~ao do peixe para 16 cores: (esquerda) imagem quantizada, (direita)

erro de quantiza�c~ao.
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REFERÊNCIAS BIBLIOGR�AFICAS 94

Verevka, O. 1995. Color Image Quantization in Window Systems with Local K-Means Algo-

rithm. Proc. Western Computer Graphics Symposium '95, March 20-22,.

Verevka, O. & Buchanan, J. 1995. Local K-Means Algorithm for Color Image Quantization.

Graphics/Vision Interface '95, May.

Voloboj, A. G. 1993. The Method of Dynamic Palette Construction in Realistic Visualization

Systems. Computer Graphics Forum, 12(5), 277{296.

Wan, S.; Wong, S. & Prusinkiewicz, P. 1988. An Algorithm for Multidimensional Data

Clustering. ACM Transactions on Mathematical Software, 14(2), 153{162.

Wan, S. J.; Prusinkiewicz, P. & Wong, S. K. M. 1990. Variance-Based Color Image Quanti-

zation for Frame Bu�er Display. Color Research and Application, 15(1), 52{58.

Watkins, C. D.; Coy, S. B. & Finlay, M. 1993. Photorealism and Ray Tracing in C. Redwood

City, CA: M and T Books.

Wu, Xiaolin. 1991a. E�cient Statistical Computations for Optimal Color Quantization.

Pages 126{133 of: Arvo, J. (ed), Graphics Gems II. Cambridge, MA: Academic Press

Professional.

Wu, Xiaolin. 1991b. Optimal Quantization by Matrix-Searching. Journal of Algorithms,

12(4), 663{673.

Wu, Xiaolin. 1992a. Color Quantization by Dynamic Programming and Principal Analysis.

ACM Transactions on Graphics, 11(4), 348{372.

Wu, Xiaolin. 1992b. Statistical Color Quantization for Minimum Distortion. Pages 189{202

of: Falcidieno, B.; Herman, I. & Pienovi, C. (eds), Computer Graphics and Mathematics.

Berlin, Germany: Springer-Verlag. ISBN 038755582X.

Wu, Xiaolin & Witten, I. 1985. A Fast k-Means Type Clustering Algorithm. Research Report

85/197/10. Department of Computer Science, University of Calgary, Alberta.

Xiang, Z. & Joy, G. 1994a. Color Image Quantization by Agglomerative Clustering. IEEE

Computer Graphics and Applications, 14(3), 44{48.

Xiang, Z. & Joy, G. 1994b. Feedback-based Quantization of Color Images. SPIE Image and

Video Processing II (1994), SPIE 2182(February), 34{42.

Y. Linde, A. Buzo & Gray, R. 1980. An Algorithm for Vector Quantizer Design. IEEE

Transaction on Communication, COM-28(1), 84{95.

Yang, Ching-Yung & Lin, Ja-Chen. 1996. RWM-Cut for Color Image Quantization. Compu-

ters and Graphics, 20(4), 577{590.


